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Combinatoria.
EL PRINCIPIO DE MULTIPLICACION.

=== Los dos paises vecinos, recientemente independizados, Feudalia y Tirania,

van a disenar sus banderas. Las tradiciéon impone tener una bandera de

tres franjas horizontales iguales, sin repetir colores. Los colores permitidos son

rojo, verde, negro y amarillo. ;Cudl es la probabilidad de que elijan la misma
bandera (en cuyo caso la guerra es inevitable)?

Estos problemas llevan a un modo de razonar que se llama combinatoria.
Para resolver el problema, tenemos primero que averiguar cuantas banderas
posibles hay. Consideremos la franja superior: hay 4 maneras diferentes de
elegir el color (por los cuatro colores). Después veamos la siguiente franja:
como ya hemos fijado el primer color, sélo quedan 3 posibilidades. Para la
tercera franja, por la misma razon, sélo quedan 2. En total, hay 4 x 3 x 2 = 24
banderas.

Por qué el producto? Observa el siguiente grafico. Por cada eleccién de
la primera franja se nos abren varias de la segunda:
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De esta manera, por cada eleccién de la primera franja (4) tenemos 3 de la
segunda: total 12 elecciones. Y para cada eleccién de primera y segunda franja
aun tenemos 2 elecciones para la tercera: total, 24 elecciones.

Volviendo al problema: supongamos que Feudalia ha elegido su bandera.
JEntre cuantas banderas puede elegir Tirania? Entre 24, y sélo con una coin-
cidiria con la de Feudalia: la probabilidad de coincidencia es 1/24.
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El principio de multiplicacién afirma que si hay N formas de elegir un
elemento de un saco y M formas de elegir un elemento de otro saco, entonces
hay N x M formas de elegir una pareja cogiendo uno de cada.

E1. Lulu la Coqueta tiene cinco sombreros distintos, cuatro camisas, dos
faldas y tres pares de zapatos. jDe cudntas maneras se puede vestir?

E2. [D] (Seguimos con Luli) Supén ahora que uno de los sombreros es

incompatible con tres de las camisas, y que una de las faldas es incom-
patible con uno de los pares de zapatos (no hacen juego). {Cudntas maneras
le quedan?

VARIACIONES Y PERMUTACIONES.

-==. En una carrera compiten 10 personas. ;Cudantas posibilidades hay para
formar el podium!'?
Tenemos que elegir el oro, para eso hay 10 posibilidades. Luego, la plata,
para la que hay 9. Y el bronce, para el que hay 8. Multiplicamos los tres:
10 x 9 x 8 =720.

En casos parecidos, en los que nos piden el nimero de posibilidades de
extraer (importando el orden) M elementos de un conjunto de N, hablaremos
del niimero de variaciones de N elementos tomados de M en M.

En general puedes ver que, al elegir M miembros de un conjunto de N sin
poder repetir tienes

VM =Nx(N=T)x(N=2)x--x (N=M+1)

opciones distintas. En el ejemplo anterior, se nos pedia el nimero de variaciones
de 10 elementos (los 10 corredores) tomados de 3 en 3 (porque son 3 en el
podium). Es decir:

V10,3=]O><9X8=720

E3. Tengo seis tarjetas, marcadas con los nimeros del 1 al 6. Elijo 4
al azar. ;Cudl es la probabilidad de me salgan los ntimeros del 1 al 4,
ordenados de manera creciente?

E4. El «miriclorés» es el lenguaje hablado por los miriclorianos. Consta
sélo de las letras «a», «e», «i», «o» y «u». ;Cuédntas palabras de cuatro
letras pueden formar?

(1] Es decir: los tres primeros puestos.



E5. Supdén ahora que hay una regla gramatical basica: no se pueden
repetir letras en una misma palabra. ;Cudntas te salen ahora?

En algunos casos en los que nos piden obtener variaciones, se pueden repe-
tir los elementos. En este caso se llaman variaciones con repeticion y el
resultado es atin mas simple. Un ejemplo:

=== En Antena Pies ponen todos los dias un capitulo de «Los Simpsony elegido

totalmente al azar. Tan al azar, que a veces hasta los repiten en dias

consecutivos. Si sélo tienen 20 capitulos, ;cudl es la probabilidad de que en
una semana echen, en orden, los 7 primeros?

En este caso, las posibilidades para el primer capitulo son 20... pero
también para el segundo, el tercero, el cuarto... Al final tendremos que multi-
plicar 7 veintes, uno por cada dia de la semana. Hay 207 ~ 1’3 - 107 posibili-
dades, asi que la probabilidad es ~ 8 - 10~1°.

En general, cuando nos piden el nimero de variaciones de un conjunto
de N elementos tomados de M en M, pero éstos se pueden repetir, estamos
hablando de variaciones con repeticion:

VRn.m = MM

E6. Manolo Cabezabolo echa la quiniela totalmente al azar. ;Cuél seria el
premio justo cobrando la apuesta a 1€ ? Averigua si el premio corresponde
0 no a tu prevision.

E7. Beatriz ha hecho un examen cuyas respuestas se respondian sélo con
«si» o «no» y que consistia de 10 preguntas. Si no tenia ni idea, jcual es
la probabilidad de que lo tenga perfecto?

c? Q1. En la expresién VN, m, (puede ocurrir que M > N? ;Y en VRn M7

Muchos de estos problemas piden calcular el niimero de reordenaciones
posibles o permutaciones de un conjunto. Por ejemplo, Lula la Coqueta
quiere salir en noches consecutivas con cuatro chicos: A, B, Cy D. ;De cuantas
maneras distintas puede elegir? Para la primera noche tiene 4 opciones. Elija
a quien elija, para la segunda noche tiene sélo 3, para la tercera 2 y para la
cuarta ya sélo le queda 1. En total, tiene 4 x 3 x 2 x 1 opciones. Llamaremos
a este numero «4!» & «4 factorialy. Diremos, por tanto, que

PN=NI=Nx(N=-1)x(N=2)x---x1
@ E8. Escribe todas las permutaciones posibles del conjunto {a,b,c}.
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E9. Seis corredoras hacen una maratén. ;De cudntas maneras puede
quedar el orden de llegada? ;Cudl es la probabilidad —sin saber nada
méas— de que éste sea uno determinado?

E10. Ocho comensales se sientan a una mesa redonda dos dias consecu-
tivos. Se preguntan por la probabilidad de que, en los dos dias, todo el
mundo tenga los mismos companeros de mesa.

E11. [D] N ingleses se retinen para practicar un juego que es muy popular

en el condado de Cowthorn (sélo superado por las carreras de vacas). El
juego consiste en tirar todos el bombin al aire al mismo tiempo, y esperar que
alguno caiga sobre tu cabeza. Si nadie recupera su antiguo sombrero, todos
cantan a voz en grito el «God save the queen» mientras se emborrachan con
cerveza tibia. ;jCudl es la probabilidad de que ocurra tan horrendo acontec-
imiento?!2]

NUMEROS COMBINATORIOS.

En el campeonato de voley-playa de la playa de Matalascanas hay 6 equi-
pos. ;De cudntas maneras distintas se puede elegir el partido inaugural?
Podriamos decir que, para elegir el primer equipo hay 6 opciones y para el
segundo, 5, asi que, en total, 6 x5 = 30. Pero hay un error: cuando intentamos
escribirlas todas nos salen (siendo {A,B,C,D,E,F} los equipos):

AB |AC |AD |AE |AF
BC |BD |BE |BF

CD |CE |CF
DE | DF
EF

L Por qué s6lo 157 Al elegir diciendo «6 opciones para el primero y 5 para el
segundoy» habfamos considerado como distintos partidos el AB y el BA. Como

no hay «partidos de ida y de vueltay» (en otros términos: el orden no importa),
hay que dividir por 2: (6-5)/2 =15.

En el Comité Central del Partido Listazulista han decidido formar una
Comisién para el Mantenimiento y Actualizacién Permanente de la Cancién

2] NoTA: la dificultad del problema para N genérico es muy alta. Se conoce como el
problema de las desordenaciones. Resuélvelo para valores pequenios de N.



Patria (la CMAPCP). En el Comité Central hay 10 miembros y la CMAPCP
debe estar formada por cuatro de ellos. jDe cuantas maneras pueden elegir?

Podriamos pensar (y no estarfamos mal encaminados) que para el primer
miembro hay 10 elecciones, para el segundo 9, para el tercero 8 y para el cuarto
7: 10 x 9 x 8 x 7 =5040. Pero no es correcto.

En estas 5040 combinaciones hay muchas que... json la misma! Por ejem-
plo, numerando a los miembros del Comité de 0 a 9, estarian como diferente la
Comisién {0,1,2,3} y la {3,2,1,0}, que evidentemente son la misma. ;Cdémo
evitarlo? Es mas dificil que antes. ;Cudntas combinaciones son iguales que la
{0,1,2,3}? Son 4! =4 x 3 x2x1=24. Por tanto, el nimero de combinaciones
vdlidas es 5040/24 = 210.

En general, cuando se nos pide elegir M miembros de un conjunto de N, sin
importar el orden, diremos que nos piden las combinaciones de N elementos
tomados de M en M. Su niimero sale de dividir las variaciones (de N elementos
tomados de M en M) entre las permutaciones de M elementos:

VN.Mm
Mm!

Llamaremos niimero combinatorio a ese valor, y lo escribiremos de estas dos
formas:

Cnm =

CN‘M:(1\1\/1l>:Nx(N—])x(N—i/)Ux...X(N_M_i_])

Veamos un ejemplo, ;jcudnto vale el nimero Cyp,57

10 TI0Xx9%x8x7x6
C]O‘5_<5>_ 5x4x3x2x1 =22

@ E12. Calcula Cg 3y Co 4 (por ejemplo).

E13. Cuando se retne el parlamento del Chinapén cada uno de los par-
lamentarios debe hacer una reverencia a cada uno de sus companeros. Si
hay 400 parlamentarios, ;cudntas reverencias se producen?

E14. Con ocho tarros diferentes de pintura, jcudntas mezclas de dos
colores a partes iguales puedo hacer?

E15. El profe de mate ha repartido una hoja con diez problemas, de los
que tenemos que resolver 5. ;De cudntas maneras puedo elegirlos? ;Cual

Combinatoria. 6

es la probabilidad de que Marta haya hecho los mismos que yo para poder
copiarme?

Los numeros combinatorios tienen propiedes curiosas, que se descubren al
disponerlos en forma especial. Para empezar, notamos que N tiene que ser
mayor o igual que M por narices. Si M = N entonces nos estan preguntando el
nimero de combinaciones de (p.ej.) 5 elementos tomados de 5 en 5... que es s6lo
una: Cn N = 1. Por convenio diremos siempre también que, Cn,o = 1 (hay
una manera de... no elegir ningin elemento). Asi, disponemos los primeros
numeros de esta forma:

Co0
Cio Ci
Cz0 Cz1 Ca2
Cs.0 Cz 1 Cs.2 Cs3
Cs.0 Ca 1 Cs,2 Cs3 Cs,4

Esta manera de disponer los niimeros combinatorios se conoce como «tri-
dngulo de Tartaglia» ). Rellenamos la tabla anterior con sus valores y obser-
vamos. Escribe todas las cosas interesantes que descubras en ella.

1 3 3 1
1 4 6 4 1

Q2. ;Sabrias como seguir la tabla sin usar la férmula? Una pista: observa
¢ larelacién entre cada niimero y los dos que estan precisamente encima de
él. ;jSe te ocurre como justificarlo?

CP Q3. El tridangulo de Tartaglia guarda més sorpresas si lo pasas a papel

cuadriculado y sustituyes cada valor por un cuadradito negro si el nimero
es par y blanco si es impar. Parece un trabajo dificil, pero hay un truco
relacionado con la cuestién anterior.

C? Q4. Continta varias filas més del tridngulo. Suma los nimeros que
hay en cada una de las filas. ;Observas algo? ;Por qué ocurre? Pista:

B]' £l nombre Tartaglia significa «tartamudoy, y era el mote del italiano Nicoldo Fontana.
El tridngulo también se conoce como de Pascal, aunque lo conocian los chinos muchisimo
antes.



jcudntos subconjuntos, de cualquier tamano, se pueden formar a partir de un
saco de N elementos?

(? Q5. El tridangulo tiene simetria izquierda-derecha. ;Se te ocurre por qué
puede ser? Pista: observa que hay una simetria entre los elementos que
cogemos y los que no cogemos.

Q6. Aunque parece que no tiene nada que ver con la combinatoria:

¢ calcula (a+b)?, (a+b)?y (a+b)*. Observa con cuidado el tridgngulo de

Tartaglia. jVes alguna relacién? Si la ves has descubierto la clave del binomio
de Newton.

E16. Una clase de 25 personas se divide en equipos de 5 personas de forma
aleatoria. Maripuri se pregunta por la probabilidad de que le toquen por
companeras sus cuatro mejores amigas.

@ E17. ;Cuéantas diagonales tiene un poligono de n lados?
E18. Traza, en papel cuadriculado, una reticula de 5 x 5 cuadritos. Una

arafita quiere de ir de la esquina superior izquierda a la inferior derecha,
pero sélo puede viajar por las lineas. ;De cudntas maneras distintas puede ir?



