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Pendiente y Derivada

La clave de la derivación es la idea de pendiente: «lo que subo entre lo
que avanzo». Un ejemplo: calculamos la pendiente de la función f(x) = 4x+ 2

entre dos puntos cualesquiera y comprueba que es igual a 4.
No es dif́ıcil. Calculo dos puntos cualesquiera de la función: f(1) = 6 y

f(3) = 14. He «avanzado» 2 pasos (de x = 1 a x = 3) y he subido 8 (de y = 6

a y = 14), aśı que la pendiente es 8/2 = 4.

Lo que subo se suele denotar «cambio en la y»: ∆y. Lo que avanzo es el
«cambio en la x»: ∆x. Aśı,

Pendiente =
∆y

∆x

En el caso de una curva, la pendiente va variando de un punto al sigu-
iente. Pero, si la función es suave, en cada punto podremos trazar una recta
tangente que sólo la toque en un punto. Diremos que la pendiente de la
función en un punto determinado es la pendiente de su recta tangente. ¿Cómo
averiguarla? Observa las figura 1.
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Figura 1. Dos aproximaciones a la recta tangente a la curva en un punto.

En la figura de la izquierda hemos intentado aproximar la tangente por
la recta que une dos puntos de la gráfica, pero éstos están muy lejos y la
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Derivación 2

aproximación es mala. A la derecha hemos mejorado la aproximación acercando
el segundo punto hacia el primero.
Sea h un número muy pequeño. Entonces, x y x+h están muy cerca. Por

tanto (¡no pierdas de vista la figura!) podremos aproximar la pendiente en el
punto de esta manera:

Pendiente =
∆y

∆x
=

f(x+ h)− f(x)

h

Pero, ¿cómo asegurarnos de que h es lo suficientemente pequeño? La
herramienta matemática es la noción de «ĺımite» cuando h → 0:

Derivada = lim
h→0

Pendiente = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

Donde hemos ya cambiado la palabra pendiente por derivada, para indicar
que es la pendiente de la recta tangente. Ya es hora de poner la idea en práctica
con un ejemplo. Observad con atención.

Calculamos la derivada de la función f(x) = x2 en x = 1. La fórmula que
dimos antes es:

Derivada = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

Como hay que meter algún valor de h concreto, vamos a hacer una tabla en la
que iremos probando valores cada vez más pequeños para h:

x f(x) ∆x = h f(x+ h) ∆y = f(x+ h)− f(x) ∆y/∆x

1 1 0′1 1′21 0′21 2′1

1 1 0′01 1′0201 0′0201 2′01

1 1 0′001 1′002001 0′002001 2′001

De esta tabla deducimos que la derivada de f(x) = x2 en x = 1 vale
2. Por tanto, la recta tangente a la parábola en x = 1 tiene pendiente 2.
¿Podŕıamos ahora hallar la ecuación completa de dicha recta tangente? Śı:
tiene forma y = 2x + n y basta imponer que pase por el punto x = 1, y = 1.
De ah́ı obtenemos n = −1. Dibujamos ahora al tiempo la parábola y su recta
tangente: y = 2x − 1.

Q1. ¿Crees que la pendiente de la parábola es la misma en todos sus
puntos? Justifica tu respuesta con algún ejemplo.

E1. Calcula de manera numérica la derivada de la función y = 1/x en
x = 1 y, con ella, calcula la ecuación de la recta tangente.
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Figura 2. Función f(x) = x junto con su recta tangente en x = .

E2. Calcula la posición del corte con el eje x de la recta tangente a la
función y = x3 − x en x = 2.

Reglas de Derivación

Pero calcular las derivadas de forma numérica es un poco peñazo. En esta
sección vamos a aprender a calcularlas mediante unas reglas sencillas.
Ante todo, veamos la noción de función derivada. Como puedes notar

al mirar la parábola (p.ej.), la pendiente de la función no es la misma en todos
los puntos. En x = 0 la recta tangente seŕıa horizontal. Por tanto, la pendiente
es nula. A la izquierda de x = 0 la pendiente es negativa, y a la derecha es
positiva. En concreto, para x = 1, la pendiente vale 2. La función que nos da
«la pendiente en cada punto» se llama la función derivada de f(x) = x2 y se
escribe como f′(x) (ó también como df/dx).
El caso concreto de f(x) = x2 se puede calcular para todo x. Nos piden

calcular:

f′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

(x+ h)2 − x2

h

Desarrollando el cuadrado obtenemos:

f′(x) = lim
h→0

x2 + 2xh − h2 − x2

h
= lim

h→0

2x − h = 2x

De modo que la función derivada es f′(x) = 2x. ¿Se cumplen nuestras
predicciones? Śı: es negativa cuando x lo es, es cero cuando x = 0 y vale 2

para x = 1. Puedes tranquilizarte: no te vamos a pedir (este curso) que hagas
desarrollos de este tipo. Te vamos a dar unas reglas prácticas muy sencillas.

Derivación 4

Antes de explicar las reglas de derivación, comentamos dos puntos:
• Las funciones trigonométricas se darán siempre en radianes.
• Las exponenciales y logaritmos se dan en base al número e, que vale

aproximadamente 2′71828. La exponencial básica será, por tanto, exp(x) = ex,
y el logaritmo básico, ln(x) = loge(x). Este logaritmo se llama neperiano.
Estas fórmulas te serán útiles:

ax = ex ln(a) loga(x) =
ln(x)

ln(a)

Tabla de Derivadas.

Función constante F(x) = 1 F′(x) = 0

Función lineal F(x) = x F′(x) = 1

Función cuadrática F(x) = x2 F′(x) = 2x

Función potencial F(x) = xn F′(x) = nxn−1

Función exponencial F(x) = exp(x) F′(x) = exp(x)

Función logaritmo F(x) = ln(x) F′(x) =
1

x

Función seno F(x) = sen(x) F′(x) = cos(x)

Función coseno F(x) = cos(x) F′(x) = − sen(x)

Linealidad F(x) = f(x) + g(x) F′(x) = f′(x) + g′(x)

F(x) = K · f(x) F′(x) = K · f′(x)
Regla de Leibniz F(x) = f(x) · g(x) F′(x) = f′(x)g(x) + f(x)g′(x)

Regla de la cadena F(x) = f(g(x)) F′(x) = f′(g(x)) · g′(x)

Regla del cociente F(x) =
f(x)

g(x)
F′(x) =

f′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g(x)2

Ejemplos Prácticos de Derivación

Para aprender a usar las reglas, nada mejor que seguir estos ejemplos.

• Empecemos con nuestra vieja conocida, f(x) = x2. Aunque la tercera
regla habla expĺıcitamente de ella, veamos si podemos aplicar la cuarta: si
F(x) = xn, F′(x) = nxn−1. En nuestro caso, n = 2, aśı que f′(x) = 2·x2−1 = 2x.
Vale.



5

• f(x) = x5. Volvamos a la cuarta regla. Se puede decir que el exponente
baja en una unidad y «salta delante» de la x. En nuestro caso, f′(x) = 5x4.

• f(x) = cos(x). Fácil, octava regla: f′(x) = − sen(x). ¿Por qué no
pruebas a verlo en una gráfica para creértelo?

• f(x) = x5+ cos(x). Suma de funciones, se suman las derivadas (regla de
«linealidad» I): f′(x) = 5x4 − sen(x).

• f(x) = cos(x5). Más puñetera, una función dentro de otra. Se trata de
la «regla de la cadena»: la derivada de la de fuera con el mismo bicho dentro,
multiplicada por la derivada de lo de dentro: f′(x) = − sen(x5) · 5x4.

• f(x) = x5 cos(x). En este caso es el producto de dos funciones, se
aplica la «regla de Leibniz» o del producto: la derivada de la primera por la
segunda sin derivar más la primera sin derivar por la derivada de la segunda:
f′(x) = 5x4 cos(x) + x5(− sen(x)).

• f(x) =
x5

cos(x)
. Tenemos un cociente. Su derivada es parecida a la del

producto, pero restando en lugar de sumando y dividiendo entre el cuadrado
de la función denominador:

f′(x) =
5x4 cos(x)− x5(− sen(x))

(cos(x))2

• f(x) = 2x. La función exponencial que es fácil de derivar es la que tiene
base el número e. En este caso, tenemos que transformarla usando la fórmula
que dimos antes: f(x) = ex ln(2). Ahora derivamos aplicando la regla de la
cadena: f′(x) = ex ln(2) · ln(2).

• f(x) = ln(sen(x)), tenemos otra vez que usar la regla de la cadena. La
derivada del logaritmo neperiano es 1/x, aśı que tenemos

f′(x) =
1

sen(x)
· cos(x)

Puntos Extremos

Imagina que la función h(x) = x3 − 9x2 + 24x+ 8 representa la altura del
perfil de una etapa del Tour de Francia y que tú eres un/a sufrid@ ciclista.
Te interesa, ante todo, saber en qué puntos del recorrido están los altos de las
montañas y los fondos de los valles. ¿Cómo hallarlos sin dibujar la función?

Derivación 6

Si estás en un alto de montaña, la recta tangente tendrá que ser horizontal.
Si no lo crees, mira la figura 3. Por tanto, la derivada de la función tendrá que
ser cero en un máximo. Lo mismo ocurre en el caso de un mı́nimo.

Figura 3. Rectas tangentes en un punto máximo y en uno mı́nimo.

También ocurre que la derivada es cero en un tercer tipo de puntos: un
«punto silla». Puedes ver uno en la figura 4.

Figura 4. Punto «silla», que es máximo por un lado y mı́nimo por otro.

Para hallar los máximos y los mı́nimos (y puntos silla), por tanto, deriva-
mos la función e igualamos a cero:

h′(x) = 3x2 − 18x+ 24 = 0 → x2 − 6x+ 8 = 0

Encontramos dos soluciones: x = 2 y x = 4. Ah́ı están los llamados puntos
cŕıticos. Pero, ¿qué son? ¿un máximo y un mı́nimo? ¿Cómo averiguarlo? La
manera más directa es calcular la función en puntos vecinos. Aśı, tenemos:
f(2) = 28, f(2′1) = 27′971 y f(1′9) = 27′969. Por tanto, el punto x = 2 es un
máximo.

E3. ¿Y el punto x = 4? Hazlo de la misma forma.

E4. Calcula los máximos y mı́nimos de f(x) = x + 1/x y de g(x) =
x2 − 6x+ 8.
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Crecimiento

Ya hemos visto que si la derivada es cero, la recta tangente es horizontal
y estamos en un punto cŕıtico. Con la misma lógica, si la pendiente (derivada)
es positiva, la función «crece». Si es negativa, «decrece». Si la recta tangente
tiene pendiente negativa, es que la función va hacia abajo, ¿no? Volviendo a
nuestro problema anterior, el del perfil de la vuelta, ¿cuándo subo y cuándo
bajo?

Si subo, la función es creciente, la derivada es positiva:

h′(x) = 3x2 − 18x+ 24 > 0

¿Cómo resuelvo esa inecuación? Fácil: Hallo los ceros, x = 2 y x = 4 y
compruebo los intervalos que se generan.

• Si x < 2. Elijo cualquier número menor que x = 2. Por ejemplo, x = 0.
Lo «meto» en la derivada y me da: 24. Es positivo. Por tanto, la función es
creciente cuando x < 2. Recuerda que sólo me interesa el signo del resultado.

• Si x ∈ (2, 4). Elijo x = 3 y lo meto en la derivada. Me sale −3, que es
negativo. En (2, 4), la función decrece.

• Si x > 4 elijo x = 5. La derivada h′(5) = 9 > 0. Por tanto, la función
vuelve a crecer.

En resumen: la función h(x) crece en (−∞, 2) ∪ (4,∞).

E5. Halla la región de crecimiento de la función g(x) = x3 − 12x + 6 y
de h(x) =

√
x2 + 4.

Ejercicios y Problemas

Q2. Una función f(x) tiene por función derivada f′(x). Sabemos que
f′(a) = 0. ¿Qué puede estar pasando en x = a?

Q3. Di dos funciones que sean iguales que su derivada (una de las dos es
muy tonta).

E6. Halla, sin utilizar las reglas de derivación, la derivada de f(x) = ln(x)
en x = 2, y la derivada de

√
x en x = 1. Compruébalas usando las reglas.

E7. Deriva, deriva... (y simplifica cuanto puedas).

Derivación 8

y = x6 y = sen(x2) y =
√

x

y = x2 − 10x+ 8 y = (x − 3) cos(x) y =
2x+ 3

x2 + 4x − 1

y =
√

x+ 5 y =

√
x+ 2

x2
y = cos(x2 + π)

y = ln(x3 + 2x) y =
3x

x2 − 4
y = (3x2 + 5)ex

y =
2x

cos(x)
y =

x

x − 1
y = tan(x)

y = ex
2+5 y =

√

x2 + 5 y = x6 − 10x4 + 8x − 3

y =
x3 − x+ 1

x − 3
y = sin(3x2 − x+ 1) y = ex ln(x)

y = x3 + 3x2 − 9x y = cos2(2x) y =
x2 − 1

x3 − 1

y =
√

cos(x) y =
ln x+ 2

x+ 2
y = cos(

√
x+ 2π)

y = ln(2x)− ln(x) y = 3ln(x) y = cos(x) exp(x)

y = ax2 + b cos(x) y =
x2

x − 1
y = tan2(x)

y = cos(sin(ln(x))) y = 22
x

y = cos(ax)(ax+ b)

E8. Halla los puntos extremos de y = x3 − 9x2 + 24 − 12, y calif́ıcalos
como máximos, mı́nimos o puntos silla.

E9. Halla la recta tangente a la curva f(x) = ln(x+ 1) en x = 2.

E10. El coste de producción de x coches del modelo Xeat Banda en la

fábrica Xeat de Villagorda viene dado por la fórmula y = x
2

4
+ 35x+ 25.

El precio de venta viene dado por y = (50 − x/4). Calcula cuál es el número
de coches que debeŕıamos producir para que el beneficio sea máximo.

E11. Encuentra el polinomio de segundo grado que cumple las siguientes
condiciones:
a) Su segunda derivada es 4.
b) Tiene un mı́nimo en x = −1.
c) Pasa por el punto (1, 17).

E12. Hubo una epidemia de derivaticosis aguda en la antigua ciudad
de Kalkulia (en Asia Menor, según vas, la primera a la izquierda). El

número de personas que hab́ıa enfermas en el d́ıa n-ésimo estaba dado por
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−n2 + 32n+ 144. Se nos pregunta:
a) ¿Cuántas personas hab́ıa enfermas el tercer d́ıa.
b) ¿En qué d́ıa hubo más personas enfermas? ¿Cuántas fueron?
c) ¿Qué d́ıa empezó la enfermedad? ¿Qué d́ıa acabó?
d) ¿Durante qué d́ıas aumentó el número de enfermos?
e) ¿Hubo algún d́ıa en que el número de enfermos disminuyera a razón de

10 por d́ıa?

E13. La empresa de transportes «La Roñica» ofrece el servicio entre
Madrid y Villarábanos de las Hojas con las siguientes condiciones:
– Si el número de personas que suben al autobús es menor que 20, todo el

mundo paga 90 céntimos.
– Si el número de personas es mayor, el precio del billete disminuye en

tantos céntimos como personas haya más allá de las 20.
Representa en una gráfica los beneficios de la empresa en función del

número de viajeros. ¿Cuál es el número de éstos que da beneficios máximos?

E14. Averigua qué función hemos derivado para obtener los siguientes
resultados:

f(x) = 0 f(x) = x f(x) = x2

f(x) = exp(2x) · 2 f(x) =
3

x
f(x) = sen(x3) · 3x2

La operación que has realizado, que es contraria a la derivación, se llama
integración.


