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Derivacion
PENDIENTE Y DERIVADA

La clave de la derivacion es la idea de pendiente: «lo que subo entre lo
que avanzoy. Un ejemplo: calculamos la pendiente de la funcién f(x) = 4x + 2
entre dos puntos cualesquiera y comprueba que es igual a 4.

No es dificil. Calculo dos puntos cualesquiera de la funcién: f(1) =6y
f(3) = 14. He «avanzado» 2 pasos (de x =1 a x =3) y he subido 8 (dey =6
ay = 14), asi que la pendiente es 8/2 = 4.

Lo que subo se suele denotar «cambio en la y»: Ay. Lo que avanzo es el
«cambio en la x»: Ax. Asi,

: Ay
Pendiente = Ax
En el caso de una curva, la pendiente va variando de un punto al sigu-
iente. Pero, si la funcién es suave, en cada punto podremos trazar una recta
tangente que sélo la toque en un punto. Diremos que la pendiente de la
funcién en un punto determinado es la pendiente de su recta tangente. ;Cémo
averiguarla? Observa las figura 1.

f(x+h)

f(x+h)

KX)//// KX)/qj/

X X+h X X+h

FicurA 1. Dos aproximaciones a la recta tangente a la curva en un punto.

En la figura de la izquierda hemos intentado aproximar la tangente por
la recta que une dos puntos de la grafica, pero éstos estan muy lejos y la

Derivacién 2

aproximacion es mala. A la derecha hemos mejorado la aproximacién acercando
el segundo punto hacia el primero.

Sea h un nimero muy pequeno. Entonces, X y x + h estan muy cerca. Por
tanto (jno pierdas de vista la figura!) podremos aproximar la pendiente en el
punto de esta manera:

Ay  f(x+h)—f(x)

Pendiente = —
endiente = = "

Pero, ;como asegurarnos de que h es lo suficientemente pequenio? La
herramienta matematica es la nocién de «limite» cuando h — O:

f(x+h) —f(x
Derivada = lim Pendiente = lim M
h—0 h—0 h
Donde hemos ya cambiado la palabra pendiente por derivada, para indicar
que es la pendiente de la recta tangente. Ya es hora de poner la idea en practica
con un ejemplo. Observad con atencién.

Calculamos la derivada de la funcién f(x) = x?

dimos antes es:

en x = 1. La férmula que

Derivada = lim w
h—0 h

Como hay que meter algtin valor de h concreto, vamos a hacer una tabla en la
que iremos probando valores cada vez mas pequenos para h:

x |f(x) |[Ax=h |f(x+h) |Ay=f(x+h)—1f(x) | Ay/Ax
1] 1 01 121 0'21 21
1] 1 001 170201 0'0201 2'01
1] 1 0’001 | 17002001 0002001 2/001
De esta tabla deducimos que la derivada de f(x) = x? en x = 1 vale

2. Por tanto, la recta tangente a la pardbola en x = 1 tiene pendiente 2.
Podriamos ahora hallar la ecuacion completa de dicha recta tangente? Si:
tiene forma y = 2x + n y basta imponer que pase por el punto x =1,y = 1.
De ahi obtenemos n = —1. Dibujamos ahora al tiempo la pardbola y su recta
tangente: y = 2x — 1.

Q1. ;Crees que la pendiente de la parabola es la misma en todos sus
puntos? Justifica tu respuesta con algin ejemplo.

E1. Calcula de manera numérica la derivada de la funcién y = 1/x en
x = 1y, con ella, calcula la ecuacion de la recta tangente.
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FIGURA 2. Funcién f(x) = 22 junto con su recta tangente en x = 1.

E2. Calcula la posicién del corte con el eje x de la recta tangente a la
funcién y = x> —x en x = 2.

REGLAS DE DERIVACION

Pero calcular las derivadas de forma numeérica es un poco penazo. En esta
seccion vamos a aprender a calcularlas mediante unas reglas sencillas.

Ante todo, veamos la nocién de funcién derivada. Como puedes notar
al mirar la pardbola (p.ej.), la pendiente de la funcién no es la misma en todos
los puntos. En x = 0 la recta tangente seria horizontal. Por tanto, la pendiente
es nula. A la izquierda de x = 0 la pendiente es negativa, y a la derecha es
positiva. En concreto, para x = 1, la pendiente vale 2. La funcién que nos da
«la pendiente en cada punto» se llama la funcién derivada de f(x) = x? y se
escribe como f'(x) (6 también como df/dx).

El caso concreto de f(x) = x? se puede calcular para todo x. Nos piden
calcular: ; W g )2 )
f(x) = tm TV =0 ek )7 =%
h—0 h h—0

Desarrollando el cuadrado obtenemos:

xZ +2xh — hZ — %2
/ o 1s
F00 = fing n

=lim2x —h=2x
h—0

De modo que la funcién derivada es f'(x) = 2x. {Se cumplen nuestras
predicciones? Si: es negativa cuando x lo es, es cero cuando x = 0 y vale 2
para x = 1. Puedes tranquilizarte: no te vamos a pedir (este curso) que hagas
desarrollos de este tipo. Te vamos a dar unas reglas practicas muy sencillas.
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Antes de explicar las reglas de derivacién, comentamos dos puntos:

e Las funciones trigonométricas se daran siempre en radianes.

e Las exponenciales y logaritmos se dan en base al nidmero e, que vale
aproximadamente 2'71828. La exponencial bésica serd, por tanto, exp(x) = e*,
y el logaritmo bésico, In(x) = log.(x). Este logaritmo se llama neperiano.

Estas formulas te seran ttiles:

In(x)
x _ pxln(a) —
a“=e log,(x) n(a)
TABLA DE DERIVADAS.
Funcién constante F(x) =1 F(x)=0
Funcién lineal F(x) =x F(x) =1
Funcién cuadritica  F(x) = x2 F(x) = 2x
Funcién potencial F(x) = x" F(x) =nx""!
Funcién exponencial ~ F(x) = exp(x) F'(x) = exp(x)
1
Funcién logaritmo F(x) = In(x) F'(x) = "
Funcién seno F(x) = sen(x) F'(x) = cos(x)
Funcién coseno F(x) = cos(x) F'(x) = —sen(x)
Linealidad F(x) =f(x) +g(x) F(x)=1"(x)+g'(x)
F(x) = K- f(x) F(x) =K-f'(x)
Regla de Leibniz F(x) = f(x)-g(x) F(x)=f(x)g(x)+f(x)g'(x)
Regla de la cadena  F(x) = f(g(x)) F'(x) =1f'(g(x))-g'(x)
: f(x) / f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
Regla del cociente F(x) = —= F(x) =
= g0 " o(x)?

EJEMPLOS PRACTICOS DE DERIVACION

Para aprender a usar las reglas, nada mejor que seguir estos ejemplos.

e Empecemos con nuestra vieja conocida, f(x) = x%. Aunque la tercera
regla habla explicitamente de ella, veamos si podemos aplicar la cuarta: si
F(x) = x™, F'(x) = nx™~'. En nuestro caso, n = 2, asi que f'(x) = 2-x*~ = 2x.
Vale.



e f(x) = x°. Volvamos a la cuarta regla. Se puede decir que el exponente
baja en una unidad y «salta delante» de la x. En nuestro caso, f/(x) = 5x*.

e f(x) = cos(x). F4cil, octava regla: f'(x) = —sen(x). jPor qué no
pruebas a verlo en una gréfica para creértelo?

o f(x) = x> +cos(x). Suma de funciones, se suman las derivadas (regla de
«linealidady I): f'(x) = 5x* — sen(x).

o f(x) = cos(x®). Més puiletera, una funcién dentro de otra. Se trata de
la «regla de la cadenay»: la derivada de la de fuera con el mismo bicho dentro,
multiplicada por la derivada de lo de dentro: f/(x) = — sen(x’) - 5x*.

e f(x) = x°cos(x). En este caso es el producto de dos funciones, se

aplica la «regla de Leibniz» o del producto: la derivada de la primera por la
segunda sin derivar mas la primera sin derivar por la derivada de la segunda:
f'(x) = 5x* cos(x) + x°(— sen(x)).

X5

o f(x) = ——

() cos(x)

producto, pero restando en lugar de sumando y dividiendo entre el cuadrado
de la funcién denominador:

. Tenemos un cociente. Su derivada es parecida a la del

oy 5x?cos(x) — x?(— sen(x))
Fe) = (cos(x))?

e f(x) = 2*. La funcién exponencial que es facil de derivar es la que tiene
base el numero e. En este caso, tenemos que transformarla usando la férmula
que dimos antes: f(x) = eX'"™2) Ahora derivamos aplicando la regla de la
cadena: f/(x) = ex'™(?) . 1n(2).

e f(x) = In(sen(x)), tenemos otra vez que usar la regla de la cadena. La
derivada del logaritmo neperiano es 1/x, asi que tenemos

f'(x) = seTl(x) - cos(x)

PuNTOS EXTREMOS

Imagina que la funcién h(x) = x> — 9x? + 24x + 8 representa la altura del
perfil de una etapa del Tour de Francia y que tu eres un/a sufrid@ ciclista.
Te interesa, ante todo, saber en qué puntos del recorrido estan los altos de las
montafias y los fondos de los valles. ;Cémo hallarlos sin dibujar la funcién?
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Si estds en un alto de montana, la recta tangente tendréd que ser horizontal.
Si no lo crees, mira la figura 3. Por tanto, la derivada de la funcién tendra que
ser cero en un maximo. Lo mismo ocurre en el caso de un minimo.

FIGURA 3. Rectas tangentes en un punto méximo y en uno minimo.

También ocurre que la derivada es cero en un tercer tipo de puntos: un
«punto sillay. Puedes ver uno en la figura 4.

FIGURA 4. Punto «sillay, que es maximo por un lado y minimo por otro.

Para hallar los maximos y los minimos (y puntos silla), por tanto, deriva-
mos la funcién e igualamos a cero:

h(x)=3x* —18x+24 =0 - x* —6x+8=0

Encontramos dos soluciones: x = 2y x = 4. Ah{ estan los llamados puntos
criticos. Pero, jqué son? jun maximo y un minimo? ;Cémo averiguarlo? La
manera mds directa es calcular la funcién en puntos vecinos. Asi, tenemos:
f(2) = 28, f(2'1) = 27971 y £(1'9) = 27'969. Por tanto, el punto x = 2 es un

maximo.

E3. ;Y el punto x =47 Hazlo de la misma forma.

E4. Calcula los méximos y minimos de f(x) = x + 1/x y de g(x) =
x? — 6x + 8.



CRECIMIENTO

Ya hemos visto que si la derivada es cero, la recta tangente es horizontal
y estamos en un punto critico. Con la misma légica, si la pendiente (derivada)
es positiva, la funcién «crece». Si es negativa, «decrece». Si la recta tangente
tiene pendiente negativa, es que la funcién va hacia abajo, ;jno? Volviendo a
nuestro problema anterior, el del perfil de la vuelta, ;cudndo subo y cudndo
bajo?

Si subo, la funcién es creciente, la derivada es positiva:

h(x) =3x* — 18x +24 >0

, Cémo resuelvo esa inecuacién? Facil: Hallo los ceros, x =2y x =4y
compruebo los intervalos que se generan.

e Si x < 2. Eljjo cualquier nimero menor que x = 2. Por ejemplo, x = 0.
Lo «metoy en la derivada y me da: 24. Es positivo. Por tanto, la funcién es
creciente cuando x < 2. Recuerda que sélo me interesa el signo del resultado.

e Six € (2,4). Elijo x = 3 y lo meto en la derivada. Me sale —3, que es
negativo. En (2,4), la funcién decrece.

e Si x > 4 elijo x = 5. La derivada h'(5) = 9 > 0. Por tanto, la funcién
vuelve a crecer.

En resumen: la funcién h(x) crece en (—o0,2) U (4, 00).

E5. Halla la regién de crecimiento de la funcién g(x) = x> —12x +6 y

de h(x) = Vx2 +4.
EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Q2. Una funcién f(x) tiene por funcién derivada f’(x). Sabemos que
¢ f'(a) =0. ;Qué puede estar pasando en x = a?

Q3. Di dos funciones que sean iguales que su derivada (una de las dos es
muy tonta).

E6. Halla, sin utilizar las reglas de derivacidn, la derivada de f(x) = In(x)
en x = 2, y la derivada de /x en x = 1. Compruébalas usando las reglas.

@ E7. Deriva, deriva... (y simplifica cuanto puedas).

Derivacién

y=vx+5 y=-"5 y = cos(x? + )
3x
_ 3 _ _ 2 x
y = In(x” 4 2x) Y= y=(3x"+5)e
_ = - = = tan(x)
y_cos(x) L v=
y=e¥*5 y=+vx2+5 y=x%—10x* +8x—3
3 _
= % y=sin(3x> —x+1) y =e*In(x)
2 _
y=x>+3x%—9% y = cos?(2x) y= %
2
y = /cos(x) = % y = cos(v/x + 2m)
y = In(2x) — In(x) y =3mnk y = cos(x) exp(x)
2
y = ax? + bcos(x) y= XX ] y = tan?(x)
y = cos(sin(In(x))) y=2% y = cos(ax)(ax +b)

y = sen(x?)

y = (x — 3) cos(x)

Y=
o 2x+3
Yo

E8. Halla los puntos extremos de y = x> — 9x? + 24 — 12, y calificalos
como méaximos, minimos o puntos silla.

E9. Halla la recta tangente a la curva f(x) = In(x + 1) en x = 2.

E10. El coste de producciéon de x coches del modelo Xeat Banda en la

fabrica Xeat de Villagorda viene dado por la férmula y = ’2—2 + 35x + 25.
El precio de venta viene dado por y = (50 — x/4). Calcula cuédl es el nimero
de coches que deberiamos producir para que el beneficio sea maximo.

E11. Encuentra el polinomio de segundo grado que cumple las siguientes
condiciones:

a) Su segunda derivada es 4.

b) Tiene un minimo en x = —1.

¢) Pasa por el punto (1,17).

E12. Hubo una epidemia de derivaticosis aguda en la antigua ciudad
de Kalkulia (en Asia Menor, segin vas, la primera a la izquierda). El
nimero de personas que habia enfermas en el dia n-ésimo estaba dado por



—n? + 32n + 144. Se nos pregunta:
a) ;Cudntas personas habia enfermas el tercer dia.
b) {En qué dia hubo més personas enfermas? ;Cudntas fueron?
¢) {Qué dia empez6 la enfermedad? ;Qué dia acabd?
d) ;Durante qué dias aumenté el nimero de enfermos?

e) {Hubo algin dia en que el nimero de enfermos disminuyera a razén de
10 por dia?

E13. La empresa de transportes «La Ronica» ofrece el servicio entre

Madrid y Villardbanos de las Hojas con las siguientes condiciones:

— Si el niimero de personas que suben al autobts es menor que 20, todo el
mundo paga 90 céntimos.

— Si el nimero de personas es mayor, el precio del billete disminuye en
tantos céntimos como personas haya maés alla de las 20.

Representa en una grafica los beneficios de la empresa en funcién del
numero de viajeros. ;Cudl es el nimero de éstos que da beneficios maximos?

E14. Averigua qué funcién hemos derivado para obtener los siguientes
resultados:

f(x) =0 f(x) =
f(x) = exp(2x) - 2 f(x) = f(x) = sen(x>) - 3x?

La operacion que has realizado, que es contraria a la derivacién, se llama
integracion.



