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Determinantes de Orden 2.

Esta vez empezaremos por inmersión rápida. El determinante de una
matriz de orden 2 se escribe y se calcula aśı:
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a21 a22
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∣

= a11a22 − a12a21

En otras palabras, se al producto de los elementos de la diagonal principal se
le resta el de los otros dos. Un ejemplo:
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3 4
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= 1 · 4 − 2 · 3 = −2

¿Para qué sirve? Nos va a proporcionar un método rápido para resolver
sistemas de ecuaciones[1], que se llama la regla de Cramer. En forma es-
quemática:

{

ax+ by = u

cx+ dy = v
−→ x =
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Dedicaremos la mayor parte de este tema a explicar de dónde viene la fórmula
anterior y ampliarla para sistemas mayores.

E1. Comprueba, con un ejemplo de tu propia cosecha, la regla de Cramer
para sistemas de 2 ecuaciones con 2 incógnitas.

Vamos a ver unas cuantos cotilleos de la vida privada de nuestra estrella.
Los llamaremos propiedades de los determinantes[2].
[1] Si las dos columnas (o las dos filas) de un determinante son iguales,

vale cero. Esto se comprueba fácilmente:
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a a

b b
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∣

= ab − ab = 0

[1] Aunque la mayoŕıa de sus aplicaciones se dan en geometŕıa.
[2] La numeración no es estándar: cada libro la hace diferente

—  —
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[2] Si multiplicamos alguna de las filas (o columnas) por un número, el
determinante aparece multiplicado por ese número. Veamos:

∣

∣

∣

∣

a kb

c kd

∣

∣

∣

∣

= a · kd − kb · c = k(ad − bc)

[3] Como consecuencia de esta última, si una fila (¡o columna, ¿eh?!)
es proporcional a otra, el determinante sigue siendo cero. La razón es que
podŕıamos sacar el factor de proporcionalidad fuera, y nos quedaŕıa un deter-
minante con dos filas (o columnas...) iguales.

Estas propiedades se conservarán en el caso de determinantes de matrices
más grandes, y entonces aparecerán otras nuevas.

Determinantes de Orden 3. Regla de Sarrus.

Para calcular un determinante 3 × 3 usamos la regla de Sarrus:

−

¿Qué significa? Para calcular un determinante de orden tres tenemos que
calcular 6 productos distintos: 3 con signo + y 3 con signo −. Los primeros
son los dados en el dibujo de la izquierda, es decir: la diagonal principal y los
otros dos triángulos, que tienen el lado corto «paralelo» a ella. Los de signo −
son la diagonal «cruzada» (o secundaria) junto con sus dos triángulos de lado
corto paralelo a ella. ¡Qué horror! Veamos un ejemplo:
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7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

1

5

9

+

2

6

7

+

3

4

8

−

3

5

7

−
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9
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8

=1 · 5 · 9+ 2 · 6 · 7+ 3 · 4 · 8 − 3 · 5 · 7 − 2 · 4 · 9 − 1 · 6 · 8

=45+ 84+ 96 − 105 − 72 − 48 = 0
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E2. Calcula los siguientes determinantes por la regla de Sarrus.
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1 3 2

1 0 4

3 2 5
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1 1 x

2 3 0

−1 x 5
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n 1 1

0 n 1

0 0 n
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∣
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Fijaos que en cada producto aparece un elemento de cada fila y un elemento
de cada columna, y que no aparecen nunca dos elementos que pertenezcan a la
misma fila o a la misma columna (no hay dos en vertical ni dos en horizontal).
Si u, v y w denotan tres vectores, es costumbre denotar como det(u, v, w)

el determinante que les tiene por columnas. Aśı, por ejemplo, si v1 = (1, 4, 7),
v2 = (2, 5, 8) y v3 = (3, 6, 9), det(v1, v2, v3) denota el determinante calculado
en el ejemplo anterior.

Más Propiedades de los Determinantes.

Las propiedades que ya hemos visto ([1] a [3]) se siguen cumpliendo, pero
ya podemos añadir más:

[4] Si una columna (o fila) se puede descomponer en suma de otras dos
c = c1 + c2, entonces también el determinante se puede descomponer en la
suma de dos, uno que contiene a c1 y el otro a c2. Un ejemplo:
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1+ 2 2+ 4

1 3
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∣

∣

∣

= (1+ 2) · 3 − (2+ 4) · 1 = 3
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∣

∣

∣
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+
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∣
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2 4

1 3
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∣

∣

= [1 · 3 − 2 · 1] + [2 · 3 − 4 · 1] = 1+ 2

Escribimos esto como det(u1 + u2, v, w) = det(u1, v, w) + det(u2, v, w). En
el caso 2 × 2 es obvio... En general, la explicación de esta propiedad es que,
como en cada producto aparece tan sólo un elemento de la columna en cuestión,
siempre se puede factorizar.

[5] Si una columna (o fila) es combinación lineal[3] de otras dos, el deter-
minante es cero.
¿Qué significa esto? Supongamos que nos piden calcular el determinante:
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1 1 1

2 3 4

0 −1 −2
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∣

∣

∣

[3] Recordamos que una combinación lineal de A y B es cualquier «cosa» de la forma

pA + qB, donde p y q son números.
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y nos damos cuenta a tiempo de que la tercera fila cumple F3 = 2F1 − F2, es
decir, que es el doble de la primera fila menos la segunda. En otras palabras: la
tercera fila es combinación lineal de las otras dos. El determinante, por tanto,
es cero.
¿Por qué? Es consecuencia de las propiedades anteriores. Desarrollemos

la tercera fila en virtud de la propiedad [4]:

=
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∣

∣

∣

1 1 1

2 3 4

2 · 1 − 2 2 · 1 − 3 2 · 1 − 4
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∣
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∣

∣

1 1 1

2 3 4

2 · 1 2 · 1 2 · 1
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∣
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∣

∣

1 1 1

2 3 4

−2 −3 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

En los dos determinantes la tercera fila tiene un factor común: en el primero
un 2 y en el segundo un −1, que podemos sacar fuera con la propiedad [2]:

= 2
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∣

∣

1 1 1

2 3 4

1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)
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∣

∣

∣

∣

1 1 1

2 3 4

2 3 4
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Pero estos dos determinantes tienen dos filas iguales. Usando la propiedad [1],
vemos que ambos son nulos[4]. ¡Chanán! De manera algo más formal, si a y b

son números, det(u, v, au+bv) =det(u, v, au)+det(u, v, bv) =a ·det(u, v, u)+
b · det(u, v, v)= 0.

[6] Si en un determinante intercambiamos dos filas (o dos columnas, vale),
cambia de signo. Es decir: det(u, v, w) = −det(v, u, w). ¿Por qué? Fijaos en
un ejemplo de orden 2:

∣

∣

∣
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2 1

3 2

∣

∣

∣

∣

= 2 · 2 − 1 · 3 = 4 − 3 = 1

∣

∣

∣
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3 2

2 1

∣
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∣

= 3 · 1 − 2 · 2 = 3 − 4 = −1

Al intercambiar las dos filas los productos son los mismos, pero en distinto
orden. Pasa lo mismo para uno de orden 3, claro está.

Fijaos que esta regla [6] da una explicación alternativa de [2] (la de que
si dos columnas son iguales, el determinante es cero). Al intercambiar las dos
columnas, queda igual (por ser la misma), pero ¡tiene que cambiar de signo!
¿cómo es posible? Por ser cero.

[4] Si alguien no se lo cree, ¡que los calcule!
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Desarrollo por los Elementos de una Fila

Toma cualquier matriz A y elige un elemento. Se define la matriz com-
plementaria de ese elemento a la matriz que resulta de tachar la fila y la
columna en la que está. Un ejemplo. La matriz complementaria del 2 en la
siguiente matriz es:





1 2 3

4 5 6

7 8 9



 −→

(

4 6

7 9

)

Llamaremosmenor complementario de un elemento al determinante de
su matriz complementaria. En el ejemplo anterior, el menor complementario
del 2 era el determinante de esa matriz, que vale 36−42 = −6. Ahora añadimos
el tablero de ajedrez :

3 × 3 4 × 4

y definimos el adjunto de un elemento como su menor complementario, cam-
biado de signo cuando el elemento en cuestión está entre los sombreados. En
nuestro ejemplo, el 2 cae entre los sombreados, aśı que su adjunto seŕıa 6.

¿A qué viene todo este rollo? Pues a una nueva manera de calcular deter-
minantes que nos permitirá calcularlos de cualquier orden: «el determinante
de cualquier matriz es igual a la suma de los elementos de una columna o fila
cualquiera, multiplicados por sus adjuntos correspondientes.»
Veamos un ejemplo. Calculemos el determinante de la matriz anterior a

partir de los elementos de la primera fila:

D1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

4 5 6

7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 ·

∣

∣

∣

∣

5 6

8 9

∣

∣

∣

∣

+ 2 · (−1)

∣

∣

∣

∣

4 6

7 9

∣

∣

∣

∣

+ 3 ·

∣

∣

∣

∣

4 5

7 8

∣

∣

∣

∣

¿Por qué el (−1)? Porque el adjunto del 2 ¡lleva un signo −! Acuérdate, que es
uno de los fallos t́ıpicos. Si no te gusta e tablero de ajedrez, recuerda la regla
equivalente: el adjunto del elemento Aij es su menor multiplicado por (−1)i+j.
Bueno, terminamos el cálculo:

D1 = 1 · (−3) + 2 · (−1) · (−6) + 3 · (−3) = (−3) + 12+ (−9) = 0
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Aśı vamos a calcular nuestro primer determinante de orden 4 (¡bieen!):

D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 3 3

1 −2 3 5

2 0 4 6

1 1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Habiendo dos ceros en la segunda columna, lo suyo es desarrollarlo en sus
elementos. Nos fijamos en el tablero de ajedrez y vemos que los signos de los
adjuntos serán −++−:

D2 = 0 · (−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 5

2 4 6

1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+(−2) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 3

2 4 6

1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0 · (−1)

∣
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∣
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∣

∣

1 3 3

1 3 5

1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 ·

∣
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∣

∣

∣

∣

1 3 3

1 3 5

2 4 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

¡Un momento! Hab́ıa dos elementos que me pod́ıa haber ahorrado, que son
ceros por narices. Bueno, no pasa nada. Como los determinantes 3 × 3 los sé
calcular, me pongo a ello y me sale:

D2 = (−2) · 4+ 1 · 4 = −4

Este desarrollo funciona perfectamente con los determinantes de orden 2 y 3,
y nos servirá para definir los determinantes de orden superior[5].

E3. Calcula, desarrollando por los elementos de alguna fila (o columna)
y por la regla de Sarrus, los determinante:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 5 −2

4 2 −1

5 7 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 6

0 5 3

0 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3 0

1 2 3 4

6 5 4 3

−1 −2 −3 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Cálculo Eficaz de Determinantes

En la práctica nos vienen bien un par de trucos. Los determinantes son
muy fáciles de calcular cuando en alguna fila o columna hay muchos ceros. A
ser posible, todos los elementos (menos uno). ¿Se pueden «fabricar» esos ceros?
¡Śı! El método sale de las propiedades de los determinantes, y la regla básica
es esta:

[5] Sólo este curso. Más adelante aprenderás que hay una forma más elegante de definir

los determinantes.
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«Si a una fila (o columna) de un determinante se le suma otra fila (o
columna) multiplicada por cualquier número, éste no vaŕıa.»

Ojo: No se puede multiplicar una fila o columna por un número sin más,
ya que esto (propiedad [2]) multiplica todo el determinante por ese número.
Pero veamos un ejemplo práctico:

D3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 2

−1 1 2 −1

1 3 2 2

2 −1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Veo que tengo un único y triste cero en la primera fila, pero veo que puedo
restar a la tercera fila la primera (F3 − F1), y a la cuarta el doble de la primera
(F4 − 2F1), conservándose el determinante. Luego desarrollo por los elementos
de la primera fila que, ¡oh, casualidad! ¡sólo hay uno!

D3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0

−1 1 3 1

1 3 1 0

2 −1 −2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 1

3 1 0

−1 −2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3 − 6+ 1+ 27 = 19

Un único truco más: cuando la matriz es triangular (es decir, cuando
por encima o por debajo de la diagonal principal todo sean ceros) entonces el
determinante es el producto de los elementos de la diagonal. Un ejemplo con
una matriz de orden n:

D4 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 · · · 1

−1 x 1 · · · 1

−1 −1 x · · · 1
...

...
...
. . .
...

−1 −1 −1 · · · x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

¿Entendéis la estructura? Es muy común en las aplicaciones usar matrices
de orden n con los puntos suspensivos. Parece muy dif́ıcil, pero si sumamos a
todas las filas la primera nos queda una matriz triangular:

D4 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 · · · 1

0 x+ 1 2 · · · 2

0 0 x+ 1 · · · 2
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · x+ 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x+ 1)n−1
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Porque el determinante de una matriz triangular es el producto de sus elementos
diagonales, y hay (n − 1) factores (x+ 1).

E4. Calcula, haciendo todos los ceros que puedas antes de operar:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 −2 4

3 −2 1 2

3 2 3 4

−2 4 0 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4

2 1 2 1

0 0 1 1

3 4 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x x x x

x+ a x x x

x x+ b x x

x x x+ c x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Regla de Cramer

Al fin vienen las aplicaciones. Vamos a aprender cómo resolver un sistema
de ecuaciones (compatible determinado) de cualquier orden usando determi-
nantes. Una fórmula tan prodigiosa hay que ganársela, aśı que tendréis que
seguir la demostración.
Sean C1, C2, · · · , Cn las columnas de la matriz del sistema con n incógnitas.

C1 contiene los coeficientes de la primera incógnita (la x, normalmente), C2 de
la segunda, etc. Los términos independientes los meteremos en otra columna,
B. Aśı, si denotamos las incógnitas por x1, x2, · · · , xn, podemos escribir el
sistema como:

C1x1 + C2x2 + · · ·+ Cnxn = B

Supongamos que tenemos los valores de los xi que cumplen la ecuación (es decir,
la solución). Ahora calculemos el determinante det(B, C2, C3, · · · , Cn), es decir:
el que resulta de tomar la matriz de coeficientes y sustituir la primera columna
por la columna de términos independientes. Calculemos ese determinante:

det(B, C2, C3, · · · , Cn) = det(C1x1 + C2x2 + · · ·+ Cnxn, C2, C3, · · · , Cn)

debido que los xi son solución del sistema. Pero, por la propiedad [4], podemos
descomponer el determinante de la derecha en una suma, en la que cada término
lleva una de las columnas:

det(C1x1, C2, C3, · · · , Cn) + det(C2x2, C2, C3, · · · , Cn)+

+det(C3x3, C2, C3, · · · , Cn) + · · ·+ det(Cnxn, C2, C3, · · · , Cn)
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Pero, salvo el primer sumando... ¡son todos nulos! La razón es que en todos los
demás la primera columna es proporcional a alguna de las otras (a la segunda,
la tercera...). Por tanto, sólo sobrevive el primero y nos queda:

det(B, C2, C3, · · · , Cn) = det(C1x1, C2, C3, · · · , Cn)

Pero por la propiedad [2] un número multiplicando a una columna puede salir
del determinante:

det(B, C2, C3, · · · , Cn) = x1det(C1, C2, C3, · · · , Cn)

y al fin, glorioso final, despejamos la x1 y nos queda la fórmula de Cramer:

x1 =
det(B, C2, C3, · · · , Cn)

det(C1, C2, C3, · · · , Cn)

La misma idea la podemos extender a las demás incógnitas, y nos queda:



















































x1 =
det(B, C2, C3, · · · , Cn)

det(C1, C2, C3, · · · , Cn)

x2 =
det(C1, B, C3, · · · , Cn)

det(C1, C2, C3, · · · , Cn)

...

xn =
det(C1, C2, C3, · · · , B)

det(C1, C2, C3, · · · , Cn)

En otras palabras: para calcular la componente xi de la solución de un sis-
tema, se insertan los términos independientes en la columna i-ésima, se calcula
el determinante y se divide entre el determinante de la matriz de coeficientes.

E5. Hacemos un par de ejemplos y comprobamos el resultado:

{

2x+ y+ z = 7

x+ z = 4

3x − 2y+ z = 2

Rango

¿Qué ocurre si el determinante de la matriz de coeficientes es nulo? En-
tonces no podemos calcular la solución por la regla de Cramer, ¿es que es
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incorrecta? No. Es que, en ese caso, el sistema no es compatible determinado.
O bien no tiene solución o hay infinitas.
Una submatriz de una matriz A es cualquier subconjunto de sus elemen-

tos en forma de tabla tales que, si están ahora en la misma columna (fila),
también lo estuvieran antes. Un ejemplo:

(

2 3

1 5

)

es submatriz de





2 5 3 6

7 8 0 6

1 9 5 4





(encuéntrala). El rango de una matriz es el tamaño de la mayor submatriz
que contiene cuyo determinante no es nulo. Si una matriz cuadrada de orden
n tiene determinante no nulo, se llama regular, y su rango es n. Si tiene
determinante nulo, se llama singular.
¿Qué ocurre en realidad cuando una matriz es singular? Un determi-

nante es cero cuando una de las filas es combinación lineal de las otras, ¿no?
(propiedad [5]). Al revés también ocurre: «cuando un determinante es cero,
es que alguna de sus filas es combinación lineal de las otras»[6]. Pero, ¿qué
significa que una fila sea combinación lineal de las otras? Pues que hay al-
guna ecuación que no es independiente, que no aporta información útil. Esos
sistemas siempre son o bien incompatibles o bien indeterminados.
Ahora viene el truco: el número de ecuaciones independientes de un sis-

tema viene dado por el rango de la matriz de coeficientes. Un ejemplo. El
sistema:

{

x+ y+ z = 1

2x+ 2y+ 2z = 2

3x+ 3y+ 3z = 3

→





1 1 1

2 2 2

3 3 3





da lugar a una matriz de coeficientes que tiene rango 1: ¡no hay ninguna
submatriz de orden 2 con determinante no nulo! Por tanto, sólo hay una
ecuación independiente.

Teorema de Rouché

Sean C1, C2, · · · , Cn las columnas de la matriz de coeficientes de un sis-
tema, B la columna de términos independientes y x1, x2, · · · , xn la solución.
Como ya vimos al trabajar la regla de Cramer,

[6] Algún avispado/a pregunta siempre: ¿no podŕıa ser que fuera alguna columna la res-

ponsable? Śı y no: si una fila es combinación lineal de las demás, también le pasa a alguna

columna. Ponte algún ejemplo y te convencerás.
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C1x1 + C2x2 + · · ·+ Cnxn = B

En otras palabras: la columna de términos independientes debe ser combinación
lineal de las columnas de la matriz de coeficientes para que haya solución al
sistema, ¿no? Por tanto: «si el sistema tiene solución, el rango de la matriz
ampliada coincide con el de la matriz de coeficientes».
Junto con lo que vimos antes sobre el rango obtenemos un criterio para la

discusión de cualquier sistema:

• Si la matriz de coeficientes es regular (determinante no nulo), el sistema
es compatible determinado (solución única).

• Si la matriz de coeficientes es singular y su rango coincide con el de la
matriz ampliada, el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

• Si la matriz de coeficientes es singular y su rango es menor que el de la
matriz ampliada, el sistema es incompatible (sin solución).

Veamos un ejemplo de discusión de un sistema:

{

x+ ay − z = 1

2x+ y − az = 2

x − y − z = a − 1

Por supuesto, también podŕıamos operar por Gauss, pero será más rápido
por determinantes. Calculamos, ante todo, el determinante de la matriz de
coeficientes:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a −1

2 1 −a

1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 − a2 + 2+ 1+ 2a − a = −a2 + a+ 2

¿Cuándo se hace cero? −a2 + a + 2 = 0, aśı que a = −1 ó a = 2. En
cualquier otro caso, el sistema es compatible determinado. ¿Qué ocurre para
esos valores? Lo estudiamos uno por uno.

a = −1 Las matrices de coeficientes y la ampliada son:

M =





1 −1 −1

2 1 1

1 −1 −1



 M∗ =





1 −1 −1 1

2 1 1 2

1 −1 −1 −2





La matriz M tiene rango 2 (puedes coger la submatriz 2 × 2 de arriba a la
izquierda), pero la ampliada tiene rango 3, porque si calculo el determinante
de las columnas 1, 2 y 4, me sale no nulo. Por tanto, el sistema es incompatible.
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a = 2 Las matrices de coeficientes y la ampliada son:

M =





1 2 −1

2 1 −2

1 −1 −1



 M∗ =





1 2 −1 1

2 1 −2 2

1 −1 −1 1





El rango de la matrizM sigue siendo 2 (misma submatriz). ¿Y la ampliada? La
columna de términos independientes es igual que la primera columna, aśı que ya
puedo buscar que no encontraré submatriz alguna de orden 3 con determinante
no nulo. El rango de la ampliada también es 2, aśı que el sistema es compatible
indeterminado.

E6. Discute los siguientes sistemas en función de un parámetro:

{

2x − 3y+ z = 0

x − ay − 3z = 0

5x+ 2y − z = 0

{

t2x+ t3y = 1

x+ t2y = 0

{

x+ 2y+ z = 3

ax+ (a+ 3)y+ 3z = 1

Sistemas Homogéneos

Un sistema es homogéneo si sus términos independientes son todos nulos.
Nunca es incompatible, porque siempre cabe la solución x1 = 0, x2 = 0, etc.
Pero esa solución es tan tonta que la llamaremos trivial , y en muchos casos se
os preguntará cuándo hay más soluciones aparte de esa. Un ejemplo:

{

x+ y+ 2z = 0

3y+ z = 0

my+ z = 0

Un sistema homogéneo tiene solución no trivial cuando el determinante de la
matriz de coeficientes es nula, porque entonces puede ser indeterminado (¡no,
incompatible no puede ser!). Veamos:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 2

0 3 1

0 m 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 − m

Aśı que sólo cuando m = 3 habrá solución no trivial.
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Cálculo de la Matriz Inversa

Dada una matriz A, definimos su matriz de adjuntos como aquella que
resulta de sustituir cada elemento por su adjunto (es decir: el determinante de
la matriz que resulta de eliminar su fila y su columna, cambiado de signo si
pilla en cuadradito negro del tablero de ajedrez). Un ejemplo tonto, en 2 × 2:

A =

(

2 1

4 3

)

→ Adj(A) =

(

3 −4

−1 2

)

Supongamos que «trasponemos» nuestra matriz de adjuntos y la multipli-
camos por la matriz que teńıamos, ¿qué pasa? Veamos un ejemplo:

Adj(A)t · A =

(

3 −1

−4 2

)

·

(

2 1

4 3

)

=

(

2 0

0 2

)

Un instante... ¡si es casi la identidad! Sólo le sobran los doses. Humm... ¡pero si
2 es el determinante de la matriz original! ¡Qué idea! Si dividimos la traspuesta
de la matriz de adjuntos por el determinante, tendremos la inversa:

1

|A |
Adj(A)t · A =

1

2

(

3 −1

−4 2

)

·

(

2 1

4 3

)

=
1

2

(

2 0

0 2

)

=

(

1 0

0 1

)

¿Será casualidad? El avispad@ lector/a se habrá dado cuenta de que si lo fuera
no apareceŕıa aqúı. En efecto, tiene su razón de ser. Vamos a ver cuál es.
Llamemos Aij al adjunto de la matriz A correspondiente al elemento aij,

¿vale? Cuando multiplicamos la matriz de adjuntos traspuesta por la matriz
A, en el caso 2 × 2, estamos haciendo lo siguiente:

Adj(A)t · A =

(

A11 A21

A12 A22

)

·

(

a11 a12

a21 a22

)

y, al multiplicar, queda:

=

(

a11A11 + a21A21 a12A11 + a22A21

a11A12 + a21A22 a12A12 + a22A22

)

Observa los elementos de la diagonal: a11A11 + a21A21 es el desarrollo del
determinante por los elementos de la primera columna. En cuanto a a12A12+
a22A22, es el desarrollo del determinante por los elementos de... ¡la segunda
columna! Eso queda explicado. Pero, ¿y los ceros fuera que tan bien quedan?
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Son algo más dif́ıciles de explicar. El elemento a11A12 + a21A22 es el
cálculo de un determinante parecido, pero en el que usamos los adjuntos cor-
respondientes a la segunda columna y multiplicamos por los elementos de la
primera. ¿Qué pasa en ese caso? Pues que es un determinante en el que la
primera columna está dos veces... ¡es cero! Para el otro elemento, ocurre lo
mismo, claro. Por tanto,

Adj(A)t · A =

(

|A | 0

0 |A |

)

lo que justifica nuestra idea:

A−1 =
1

|A |
Adj(A)t

Esto implica que, en el caso de que el determinante de la matriz sea nulo,
no existe la inversa. ¿Vale el razonamiento que hemos hecho para matrices
3× 3? En efecto: no hab́ıa nada en el razonamiento que sólo valga en orden 2.

E7. Calcula, mediante determinantes, las inversas de las siguientes ma-
trices (si se puede):

(

2 1

3 2

)





1 −1 1

2 1 2

0 0 1









−3 −2 1

0 1 −1

−2 −2 2






