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Matrices
UNA DE ZORROS Y CONEJOS

Una bidloga estudia la evolucién de un ecosistema en el que hay conejos
y zorros. Se ha metido en un buen lio matemédtico y quiere ver si podemos
echarle una mano. Nuestra bidloga conoce la tasa de natalidad mensual de los
conejos: un 5%. Es decir: si multiplicamos el niimero de conejos en un mes por
1’05 obtenemos el nimero de conejos al mes siguiente. Asi, por ejemplo, si el
mes 1 hay 300 conejos, entonces el mes 2 habra 1/05 - 300 = 315 conejos, jno?
Dicho en una ecuacién, c; = 1’05 - ¢q. Pero esto se cumple todos los meses, as{
que podemos escribir cn11 = 1705 - ¢y

E1. Con la informacién que tenemos hasta el momento calcula cudnto
valdran c3 y cq4.

Si has hecho el ejercicio anterior te habrds dado cuenta de que los conejos
pronto saturaran el planeta... asi que introducimos a los zorros. Pongamos por
caso que cada zorro se coma 3 conejos al mes, y denotemos por z,, el niimero de
zorros que hay el mes n-ésimo. Si el primer mes hay z; = 16 zorros, el nimero
de conejos que hay al mes siguiente sera:

¢2 = Los que habria sin zorros — Los que se comen los zorros
c;=105-¢1 —3-27 =105-300 —3-16 = 267

Parece que, en este caso, el nimero de conejos disminuye...

E2. Suponiendo que el numero de zorros se mantiene fijo a 16, calcula

cudntos conejos habréd al cabo de dos meses, tres, cuatro... (Acuérdate
de aproximar los resultados finales por nimeros enteros, ya que los conejos
fraccionarios no se mantienen vivos mucho tiempo.)

Si has hecho el ejercicio anterior te habras dado cuenta de que algo falla...
los zorros acaban con todos los conejos y entonces se deberian morir de hambre.
El ntimero de zorros también deberia variar: nacen nuevos, y mueren de hambre
cuando hay pocos conejos.

Veamos como hacerlo. Supongamos que, en ausencia de conejos, cada mes
muriera un 20% de los zorros. Eso significa que, si no hubiera conejos, cada mes
habria que multiplicar el niimero de zorros por 0’8. Asi, tenemos la ecuacién:
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Zni1 =08z, En ausencia de conejos

Pero, habiendo conejos suficientes, el nimero de zorros aumentard. Le
preguntamos a la bidloga y nos dice que el nimero de zorritos que nacen cada
mes es proporcional al niimero de conejos: 0’001 - ¢,,. Asi, el nimero de zorros
al segundo mes valdra en realidad:

2 =0'8-21 40’001 -¢; =0'8-16+ 0'001 - 300 = 13"1

Asi que, parece que el nimero de zorros decrece... ja los conejos les termi-
nard por ir bien! Pero el problema de la bidloga viene ahora. Ella quiere saber
la poblacién de zorros y conejos dentro de un afio, de cinco y de diez. Su prima
matematica le dice que escriba primero las dos ecuaciones:

Cna1 =105-¢ch —3 -2z,
Zna1 =0001 ¢, +0'8- 2,

Y, ademds, sabemos que ¢y = 300 y z; = 16. jCalculamos el primer mes?

€2
z2

Calculamos otro mes (c3 y z3) introduciendo en la misma férmula los
resultados para ¢y y z3:

]/05-C1—3~Z1 = 267
0’001 - ¢y +0'8- 2 131

cz = 105-¢c2-3-22 = 105-267-3-13'1 = 24105
z3 = 0001-c2+08-z, = 0001-267+0'8-131 = 10'747

El nimero de conejos y el de zorros cae... jse extinguiran? ;o quizés el
numero de conejos volvera a aumentar cuando el de zorros baje suficientemente?
.qué crees? jVamos, investigal

=== El problema que hemos propuesto es analizar un modelo matematico.
Un modelo matemdtico no es la realidad, sino una simplificacién que
resulta 1til a 1@s cientific@s de todas las ramas para poder hacer predicciones
y entender lo que pasa. Este modelo presenta multitud de simplificaciones. Por
ejemplo, no considera mas que dos especies, mientras que en realidad siempre
hay muchisimas. ;Se te ocurre alguna simplificacién mas?



VECTORES Y MATRICES

El trabajo de la bidloga parece arduo... asi que vamos a intentar sim-
plificarlo. Ya sabéis: la matemadtica es importante para poder vaguear. En
muchos casos, una buena notacién ayuda tremendamente. Nuestro ecosistema,
en cada momento, viene descrito por dos valores: el nimero de conejos ¢, y el
nimero de zorros z,,. Por tanto diremos que el «estado del sistemay es un par
de ntimeros puestos en columna y entre paréntesis. Por ejemplo, al inicio,

(3¢)- (=)

La componente de arriba son los conejos, claro estd. Este tipo de objeto,

con varios numeros en columna, se llama un vector. Ahora bien: para «pasar

de este mes al siguiente» lo que hacemos es siempre esta operacion:
Cna1 =105-¢cn —3-2,
Zni1 = 0001 -cp +0'8- 2,y

Este tipo de operaciones se hacen con mucha frecuencia, asi que les daremos
una notacién simplificada especial. Atent@s a la jugada:

Cnt1) [ 105 =3 [ cn
zZni1 ) \ 0001 ('8 Zn

La caja con cuatro nimeros se llama una matriz, y escribirla no requiere
més que poner los coeficientes en una tabla. Dos precauciones (que aqui caéis
como chinches): hay que ponerlos en orden correcto y hay que acordarse de su
signo.

E3. Un par de ejemplos. En el primero, tenéis que escribir en notacién
matricial el siguiente par de ecuaciones:

{A:2~a—3-b
B=-a+4b

Ahora unos cuantos un poco més dificiles (acuérdate de ordenar bien):

A =2x—-3z+4vy
F=u-—v

Ay =y—z+3x
G=v—-u

As=z-—y

@ E4. Ahora, al revés. Expande en forma de par de ecuaciones «normales»:
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()= (5 )6

Y, sabiendo que x = 3 e y = 2, calcula cuanto valen V; y V5.

===, Matrices y vectores no son mas que taquigrafia. Son tiles si los usas

bien, porque ahorran trabajo. Pero, como ya te ha pasado m&s veces
en matemadticas, no son la solucién a un problema, sino una herramienta de
trabajo.

NOMENCLATURA DE VECTORES Y MATRICES

Vamos a dar unas cuantas definiciones necesarias. Un vector es una ristra
de ntimeros en fila. Su dimensidn es la cantidad de ntimeros que encierra. Una
Una matriz es una tabla de nimeros. Su dimension es el nimero de filas y
el nimero de columnas. Asi, por ejemplo, una matriz 2 x 3 tiene 2 filas y 3
columnas.

Un vector columna (vamos, un vector normal) es una matriz de dimensién
m x 1, y un vector fila, 1 x n. Consideremos una matriz de dimensién m x n.
Si m = n, tenemos una matriz cuadrada.

@ E5. Di la dimensién de los siguientes “objetos” (vectores o matrices):

1 23
2 12 (1 2 3)
: 0 1

10

Se llama traspuesta A' de una matriz A a la que resulta de «intercam-
biary filas y columnas. Un ejemplo:

14
A(léz) At= |2 5
3 6

A veces nos pueden preguntar por un elemento de una matriz, ddndonos
su numero de fila y su nimero de columna. Asi, p.ej., A1 =2y Az3 = 6.

Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada a los elementos
Aj1, Azz... hasta A,,n. Una matriz se dice que es diagonal cuando sélo tiene
elementos no nulos en su diagonal principal. Una matriz es simétrica cuando
A = A', es decir, cuando Ay = Aji. Por supuesto, tiene que ser cuadrada. Una



matriz se llama triangular cuando no tiene més que ceros debajo (o encima)
de su diagonal principal.
Va un ejemplo. Observa las matrices:

1 -2 5 4 6 1 4 0 O
B=|-2 4 6 C=10 5 -3 D=0 -6 0
5 6 10 0 0 2 0 0 M

Observa cémo B es simétrica, C es triangular (inferior) y D es diagonal. Una
matriz muy especial es la matriz identidad I, que es una matriz cuadrada
diagonal que sélo tiene 1’s. Asi, p.ej., la matriz identidad de dimensién 2 es:

“(32)

Consejo: todas estas definiciones no son para que te las aprendas ya, sino
para que tengas un lugar de referencia cuando las nombremos.

OPERACIONES SENCILLAS CON VECTORES Y MATRICES

Con vectores hay dos operaciones bien tontas que tienes que saber hacer.
Se pueden sumar (y restar, claro) entre si, y se pueden multiplicar por un
nimero dado. Asi, por ejemplo,

()2 (%)= () (5)- (%)

Mas facil que el mecanismo de un chupete, ;a que si?

E6. Considera el vector V que tiene dos componentes: 2 y 5. Calcula
cuéanto vale el vector W =3 -V y luego calcula V + W.

i& E7. ;Y con matrices? jIgual! Prueba tu directamente:
1 2 a—
3 <3 4) - <o 3 )

MULTIPLICAR UNA MATRIZ POR UN VECTOR

;, Qué significa una expresion del siguiente tipo?
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(2 5)-5)

Se trata de una matriz que “actia” sobre un vector, y al final obtendremos
otro vector distinto. Veamos como se hace.

El vector de la derecha se tira en plancha sobre la matriz, de manera que
el 6 coincide con el 1 y el 2 coincide con el 5. Cuando los ntimeros coinciden, se
multiplican: 6-1 =6y 2-5 =10, jno? Ahora suma los resultados: 6410 = 16.
Anotamos el 16. Pero el vector que se ha lanzado sigue cayendo por la matriz,
y se encuentra con la segunda fila. Ahora el 1 coincide con el 4 y el 5 con el
—3, asf que tenemos por un lado 1-4 =4 y 5-(—3) = —15. Sumamos los
dos numeros y tenemos —11. Pues bien: ya tenemos las dos componentes del
vector resultado: 16 y —11. En esquema,

(3 5)-()-(5EET) - (358) - ()

ES8. Ahora te toca. Averigua cudnto valen:

8 _1 3 1 -2 3 5

4 —2) |4 3 2 —-1]-14

0 0 1 3
Nota importante: No toda matriz puede actuar sobre cualquier vector.
Como el vector se debe tirar en plancha sobre ella, tiene que ajustar perfec-

tamente, es decir: el vector tiene que tener tantos elementos como
columnas tiene la matriz.

E9. De las siguientes multiplicaciones di cuéles se pueden hacer (y hazlas)
y cudles no (y no las hagas).

(2 3). ! (23—1) 0
1 2 3 1 2 4 5
Supongo que te habras dado cuenta de la regla general. Una matriz m xn

se puede multiplicar siempre por un vector de dimensiéon n, resultando otro
vector, pero de dimensién m. (jLee otra vez la frase!)

~

APLICACIONES DEL PRODUCTO DE MATRICES POR VECTORES

Para entender bien qué narices significa, vamos a ver algiun ejemplo més
de aplicacion.



Un farmacéutico tiene dos tipos de pastillas. La A proporciona (por
unidad) 2 mg de patastrato, 3 mg de cafeina y 10 de azicar. La B propor-
ciona 6 mg de patastrato, 1 de cafeina y 12 de azicar. Prepara una mezcla de
15 pastillas A y 20 B para dérsela a un pobre paciente. ;Qué cantidades de
patastrato, cafeina y azicar estd consumiendo?

Por supuesto, este ejercicio se puede apanar sin matrices. Es lo primero
que vamos a hacer, para luego comprobar que esta todo bien.

mg de patastrato =2-15+6-20 = 150
mg de cafelna=3-154+1-20 = 65
mg de azicar = 1015+ 1220 = 390

Vale. Ahora veamos el problema desde otro punto de vista. Nos dan los
nimeros de pastillas y nos piden los miligramos de las tres sustancias. Asi
que tenemos que escribir una matriz que nos permita «pasary de pastillas a
miligramos. Llamando p al patastrato, ¢ a la cafeina y a al azicar, podemos
escribir la matriz!']

A B
plf2 6
c| 3 1
a\10 12

Que nos permite hacer la siguiente multiplicacién (dejamos las etiquetas,
pero recuerda que no sirven més que para indicar):

A B
pf2 6 A /15 p (150
cl|l 3 1 ‘Bla)=¢ 65
10 12 a \ 390

Para acordarnos, podemos pensar que la A y la B, que indican tipos de
pastillas, se «matan entre si» y nos dejan sélo los miligramos...

El problema siguiente es similar: se puede resolver usando el producto de
una matriz por un vector, aunque también se puede hacer de otra forma.

E10. En la Escuela Superior de Patastratologia hay tres cursos. De los
alumnos de primero, el 25% repite y el 65% pasa a 2° (el resto abandona).

'l 0JO: Pon siempre el dato «que tienesy (pastillas) en la horizontal, y el «que te piden»
(miligramos) en la vertical.
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De los de segundo, el 15% repite y pasa el 85% a 3°. De los de tercero, repite
el 30% y el resto se licencia. Si en primero hay 200 alumnos, 100 en segundo y
100 en tercero, averigua cudntos alumnos habré al ano que viene en cada curso
(salvo los nuevos).

LA MATRIZ cOMO OPERADOR

Volvamos a nuestro problema biolégico. Habiamos escrito el «paso de un
mes siguiente» de forma matricial:

Cn+1 _ ]/05 -3 . Cn
21 )~ \ 0001 08 )\ zn

Llamemos V;, al vector que representa el estado del ecosistema en el mes
n-ésimo, y llamemos M a la matriz:

105 -3
M= <o'oo1 o’s)
Ahora podemos escribir la ecuacién de manera mucho més sencilla:

Vn+1 =MV,

es decir: si tienes el estado en el mes n-ésimo, multiplicalo por la matriz M
y tendras el estado al mes siguiente. Diremos que la matriz es un «operadory
que simula el efecto del paso de un mes en nuestro ecosistema.

Hay una matriz que al actuar no hace absolutamente nada. Es la que
hemos llamado antes la matriz identidad. Comprueba que, al hacer una
multiplicacién del tipo I -V volvemos a obtener el mismo V. Un ejemplo:

100 4 4
01 0-[I5]=15
0 0 1 6 6

Para resolver el problema de la bidloga de manera rapida e indolora nos
proponemos lo siguiente: ;no habria manera de encontrar la matriz que repre-
senta el paso de un ano, en lugar de un mes?



PropuCcTO DE MATRICES

Empecemos por algo mas facil. ;Podemos encontrar la matriz que repre-
senta el paso de dos meses? Veamos. Supongamos que tenemos inicialmente ¢
conejos y z zorros. Al cabo de un mes tendremos:

105 =3\ [c) _ 105¢ — 3z
0’001 0’8 z) \000lc+ 08z

Ahora podemos hacer pasar un mes sobre el resultado de esa operacién
1705 -3 ) 1'05¢ — 3z _ 1705(1'05¢ — 3z) — 3(0’001c + 0'8z)
0’001 0’8 0'001c+0'8z ) \ 0'001(1'05¢ — 3z) + 0’8(0'00Tc + 0'8z)

[ 170095-¢—555 -z
=\ 000185 ¢ + 0637 - 2

iEsperad! Podriamos escribir la «matriz bimensual» de esta forma:

10095 —5'5
Vnez = (0’00185 0’0637> Vi

Pero la manera en la que hemos obtenido esta matriz era un rollo. ;No hay
algtn truco? Si lo hay, y le llamaremos producto de matrices.

Multiplicar una matriz por otra es equivalente a multiplicar la primera
matriz por cada una de las columnas de la segunda como si fueran vectores
sueltos. Es decir: cogemos la primera columna de la matriz de la derecha y
la «lanzamos en planchay sobre la matriz de la izquierda. Obtenemos asi un
vector resultado que serd la primera columna de la matriz resultado. Veamos

un ejemplo simple:
1.2\ (5 6
3 4 7 8

Primero, «mentalmente», elegimos la primera columna de la matriz de la
derecha, que es (5,7) y la lanzamos sobre la matriz de la izquierda, obte-
niendo un nuevo vector columna: (19,43). Ya tenemos la primera columna de

la matriz solucién:
1 2 . 5 6\ (19
3 4 7 8) \43

Ahora elegimos la segunda columna de la matriz de la derecha: (6,8) y
repetimos la operacién, obteniendo (22,50). En resumen,
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(53)(Gs)=(5 %)

Precaucion: No siempre que os dé dos matrices se pueden multiplicar
entre si. Si la dimensiéon de la primera es m; x n; y la de la segunda es
my X ny, la condicién es que n; = my, es decir: que la primera tenga tantas
columnas como la segunda filas. Bésicamente, que cada vector columna de la
segunda matriz «encaje» bien al lanzarse sobre la primera.

Bien, sabiendo esto, veamos cémo calcular la matriz «bimensualy:

105 -3 105 -3 170995 —5'55
2 _ . — . =
Mi=M-M (o'om 0’8) (o’om O’8> (o'omss 0637 )
iEs la misma matriz que antes! Sacamos una conclusién: el producto de dos
matrices me da la matriz que «resume la aplicacién de las dos».

E11. (Solucién al problema de la bidloga). Obtén, multiplicando por si
misma la matriz de dos meses, la de cuatro meses. Después obtén la de
ocho meses y, con la anterior, la de un ano.

E12. Aplica la matriz de un afio sobre el vector inicial del ecosistema (es
decir, 300 conejos y 16 zorros). Averigua la poblacién al cabo de 5 y de
10 anos.

@\ E13. Efectia las siguientes multiplicaciones de matrices.

1 2 0 3 1 2 1 1 2 -1
> 1)1 4 3 4 6 |10 3 2
0 -1 1 -2 3
E14. Un economista tiene el siguiente modelo para la tasa de inversién

y la de desempleo. Predice que, si en el mes n-ésimo son i, y d,, al mes
siguiente seran:

tnp1 =07 in+13-dn
dnyt = dn — 03 in

Si al dia de hoy estas tasas son del 10% y del 15%, averigua cudnto serdn dentro
de un mes, dos meses y un afno.

E15. Tres empresas, A, B y C, consumen hierro, cobre y plomo segiin la
matriz M (en Tm). El precio del hierro, del cobre y el plomo (por Tm)
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durante los afios 1998 al 2001 viene dado en la matriz M,. ;Podrias obtener
el gasto total de cada una de las empresas en cada uno de estos anos?

Hie. Cob. Plo. 98 99 00 01

A 10 8 3 Hierro /25 27 30 32

M; =B 4 5 0 M, = Cobre | 47 47 49 50
c\ 10 1 1 Plomo \ 10 12 12 15

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE MATRICES

La multiplicacién de matrices se comporta como cualquier otra multipli-
cacién salvo en un aspecto: no es conmutativa. Es decir: A-B # B-A. ;Os
parece muy raro? No lo es tanto. Suponed que A es «ponerte unos calzonci-
llos» y B es «ponerte unos pantalonesy». Si hacemos (en este orden) AB, somos
gente normal. En cambio, si hacemos BA, pareceremos Superméan y tendremos
superpoderes. En la vida diaria estamos muy acostumbrados a que las cosas
no conmuten...

@ E16. Comprueba si las matrices siguientes conmutan:

1 2 31
=(23) o= (o)
Por tanto, hay que tener mucho cuidado con el orden en el que se hacen
las operaciones con matrices.

E17. La matriz identidad conmuta con todas las demds matrices. jSa-
brias decir por qué?

Otras cosas raras que pueden suceder con el producto de matrices: AB =
AC no implica que B = C, como puedes comprobar con

() (D (Y

Pero si se puede hacer cosas como: A(B 4+ C) = AB + AC (jimporta el
orden!), como puedes comprobar con las mismas matrices.

E18. Comprueba, con las matrices anteriores A y B que no se cumple

que (A + B)? = A2 + B? + 2AB, pero que si se cumple que (A + B)? =
A? +B% + AB + BA.
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MATRIZ INVERSA

Volvamos un momento a la biologia. Supongamos que nos dicen que en
un mes determinado el nimero de conejos es de 150 y la de zorros es 16/2[2.
;Cudles fueron las poblaciones durante el afio anterior? Podemos abordar el
problema de dos maneras. La primera es resolver un sistema de ecuaciones:

105 3 (¢ _ (150
0001 0'8) "\ z) ~ 162

Pero hay un segundo sistema mas interesante. ;No podriamos obtener la matriz
que simula el paso de un «mes hacia atras»? Si, y se llama la matriz inversa.
La matriz inversa de A se escribe A~ y es la que «deshace el efecto de Ay.
Atn no sabemos cuanto vale A=, pero tenemos clara una cosa: aplicar A y
después aplicar A~ es como «no hacer naday. En otros términos,

AT A=1

porque la matriz identidad I es la que no hace nada.

Si os habéis fijado, podiamos resolver el mismo sistema mediante un sis-
tema de ecuaciones, para el que se emplea el método de Gauss. Vamos a exten-
der ese método para calcular la inversa. Lo que primero hacemos es «ampliary
la matriz anadiendo la matriz identidad a la derecha:

R . 3510
“\4 s 4 81|01

Ahora hacemos operaciones con las filas como las haciamos al resolver los
sistemas, pero ahora con el objetivo de convertir el lado izquierdo en la matriz
identidad. Lo que nos quede al lado derecho sera la «matriz inversa» de la que
inicialmente habia. Siguiendo con el ejemplo,

351 0y\— (35 T 0\ — (12 0 24 —15
4 8 0 1)3F—4F \ 0 4 —4 3 )A4Fi-5F2 \ 0 4 -4 3
- (1 0 2 -5/4
Fi/12,F2/4 \ 0 1 -1 3/4

Por tltimo, grandioso final, comprobamos que el producto de A~! por A da la
identidad:

(2] Ya sé, ya sé: los zorros fraccionarios no sobreviven mucho, pero asi sale mejor.
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. 2 54\ (3 5\ _(10
Al'A:(q 3/4)'(4 8>:<O 1)21

Eso significa: si aplicamos sobre cualquier vector A y luego aplicamos su in-
versa, serd lo mismo que si no hubiésemos hecho nada. Por supuesto, también
al revés: A-A"1 =1L

E19. Calcula la matriz inversa de las siguientes:

(o 1) e=(32) e (2

2 -1 0 1T =21
D=|0 1 4 E=[3 0 4
3 -2 -2 0 4 1

(;Te has dado cuenta? Algunas matrices no tienen inversa).

Fijaos en que cualquier sistema de ecuaciones se puede resolver conociendo
la inversa de la matriz de coeficientes. Un ejemplo. Si tenemos el sistema:

3x+5y =12 3 5\ (x\_ (12
4x +8y =16 4 8 y) \16

Como conocemos la matriz inversa, A~', podemos multiplicarla a ambos

lados por la izquierda:
-1 X\ a1 12
A (y) =2 (5

Pero A~'- A =1, que no hace nada, asi que:

C)-=(2 5908-()

E20. Utilizando las matrices del ejercicio anterior, resuelve los sistemas
de ecuaciones:

X 5 X 2
v0)-) o)
Y z 6
E21. Volvamos al problema de biologfa. Calcula la inversa de la matriz
M y di qué significa. Resuelve el problema del principio de la seccién.
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E22. Halla, en el ejemplo anterior, la solucién del sistema poniendo como
términos independientes primero el vector (1,0) y luego el (0,1). Llama
a la primera solucién X; y a la segunda, Xj.
a) Observa que la matriz inversa tiene por columnas, precisamente, X7 y Xz.
b) Comprueba (poniendo un ejemplo) que se puede obtener la solucién para
cualquier vector de términos independientes, (x1,®2), y que ésta es a1 Xy +
OQXZ.
c¢) A partir de aqui, intenta explicar por qué el método de Gauss funciona para
la obtencién de la matriz inversa.

EJERCICIOS INCLASIFICABLES

E23. Comprueba que (A —I)? = 0, donde I es la matriz identidad, 0 es

la matriz nula y
1 3
Sth)

@\ E24. Calcula la potencia n-ésima de la matriz

1 10
B=(0 1 1
0 0 1

5 2
a) Halla la matriz 3A*A — 2.

E25. Dada la matriz A = <3 ! >,

b) Resuelve la siguiente ecuacién matricial: AX = (% g)

E26. Si A es una matriz tal que A> = A y B = 2A —1, siendo I la matriz
identidad, calcula B2.

@ E27. Calcula el x que cumple:

)2 7)=( 1)

@ E28. Halla todas las matrices que conmuten con

(5 2)
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@ E29. Calcula las matrices A y B que son solucién del sistema

2 -1
sime (27

1 3
vn- (1 3)



