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Matematica Financiera
PORCENTAJES Y sSUS TRUCOS

<= Fui a comprar el ultimo disco de los « Mojinos Irritaos» a la tienda de mi

tio Pepelu. El precio me venia bien, pero me dijo mi tio que ain tenia

que aplicarle el 15% de IVA. Puse cara de fastidio, asi que el Pepelu me dijo

que, por ser de la familia, me hacia un descuento del 20%. También me dijo

que me dejaba elegir qué aplicaba primero: el descuento o el impuesto. ;Qué
elegirfas tu?

Antes de seguir leyendo, piensa por ti misma/o qué respuesta darfas. Si
no lo tienes claro, puedes ponerte un ejemplo concreto.

Recordemos!!! que descontar el 20% es lo mismo que multiplicar por 0’80 y

que aumentar en un 15% es lo mismo que multiplicar por 1'15. Asi, si calculas
primero el descuento, entonces pagas:

Precio inicial x 0’80 x 1’15

y si calculas primero el impuesto entonces pagas

Precio inicial x 1’15 x 0’80

Por tanto, obviamente, se paga lo mismo en los dos casos. Alguien puede
ahora decir que, como te descuentan un 20 y pagas un 15, es lo mismo que si
te descontasen un 5%. ;Seria verdad? (Piensa antes de seguir leyendo).

La respuesta es que no. Veamoslo. El precio final es:

Precio inicial x 1’15 x 0’80 = Precio inicial x 0’92

(porque 1'15 x 0’80 = 0'92), asi que, en realidad, te deberfa hacer un descuento
del 8%. ;Te parece extrafio? Veamos otro ejemplo.

("] Si descuentas un 20% entonces pagas un 100% — 20% = 80%, y si aumentas en un 15%
entonces pagas un 100% + 15% = 115%.
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~== A Luisito Gafe, empleado de la Chupasangres Ltd. le bajaron el sueldo
un 10%. Como protesté mucho, el encargado le concedié un aumento de
un 10% y Luisito se quedé tranquilo. jHacia bien?

La respuesta es que no. Supongamos que Luisito, por poner una cifra
redonda, ganaba 1.000 euros al mes. Entonces con la bajada le descontaron
100 euros y se quedé en 900. Con un nuevo aumento del 10% le subieron 90,
asi que al final de la historia su sueldo era de 990 euros.

Prescindamos del sueldo inicial de Luisito, al que llamaremos S. La cuenta
que nos lleva al sueldo final es:

Sx 090 x 110 =S x 099

Asf que, en realidad, el sueldo disminuye un 1%. jMucho ojo!

E1. A la hermana de Luisito, Pepita Gafe, le subieron el sueldo primero

un 10% y luego otro 10%. ;Cudl fue el aumento total de sueldo?

E2. Si aumentamos una cantidad en un 50% y luego la disminuimos en

un 50%, ;cémo queda?

E3. (D) ;En qué tanto por ciento deberfan haberle subido el sueldo a

Luisito Gafe para que quedara igual que antes?

E4. (D) El encargado de una fabrica les dijo a sus obreros que iba a

haber una rebaja general de sueldos a causa de la inflaciéon subsidiaria
subyacente integrada y de la conversion de tipos del aserejé. Los obreros querian
saber cuanto les iban a bajar, pero el encargado les dijo que no se preocupasen.
También les dijo que su propio sueldo no se iba a modificar y que iba a pasar
de suponer el 1% del total de la ndmina a ser el 2%. ;Tenfan razén los obreros
en preocuparse?

E5. (D) Una sandia de 10 kg. es agua en un 99%. ;Cudnta agua tiene

que perder para serlo en un 98%?

INTERES COMPUESTO

Como la vida era demasiado facil, alguien inventé el interés compuesto.
Si prestas a alguien (puede ser a un banco) una cantidad de dinero, esperas a
cambio que te den intereses!?. Los intereses te los dan cada cierto tiempo (un
mes, un ano...) y son proporcionales al dinero que tuvieras. Por ejemplo, si te
dan el 10% anual, al cabo de un afio tendras:

(2l 16 cual implica que el dinero se reproduce y que es un ser vivo, aunque ain no sepamos
a qué especie pertenece.



Lo que tenfas x 1’10

Al cabo de dos anos,

Lo que tenfas x 1710 x 110

y asi sucesivamente. Al cabo de n anos, serd

Lo que tenfas x (1'10)™

~= ;Qué tanto por ciento habrds ganado en 3 anos? Facil: el dinero que
tendré en tres afios serd lo que tenfa multiplicado por (1/10)3, es decir,
multiplicado por 1’331. Por tanto, se habrd aumentado mi dinero en un 33'1%.

E6. ;Cuanto habré ganado en 5 anos?
E7. ;Cuénto tiempo tiene que pasar para que tenga un 70% maés de lo
que tenia?

E8. Si como impuesto tengo que pagar cada ano un 10% de los intereses
que haya ganado cada ano, jcudnto habré ganado en realidad en 5 anos?

TASA ANUAL EQUIVALENTE

En muchos casos el pago no es anual, sino trimestral o mensual. ;Qué
crees que te conviene més? ;Mas pagos o menos? Si no se te ocurre, haz el
siguiente ejercicio:

E9. Un banco me ofrece pagarme un interés del 12% anual. Si lo deseo

pueden pagarme cada semestre un 6% o cada mes un 1%. ;Qué opcién
debo elegir?

Supongo que habras llegado a la conclusién de que es mejor el pago men-
sual. La razon es que el pago anual es (para un afio) con interés simple. El pago
semestral es con interés «un poco» compuesto, mientras que el pago mensual
es «muy» compuesto.

Por eso se ha inventado la Tasa Anual Equivalente (TAE). Si los pagos
de interés compuesto te los van a dar varias veces al ano, calculamos cuél es el
pago anual que equivaldria. Como es algo lioso hagamos un ejemplo.

== Un pago de un interés del 5% trimestral, ja qué TAE corresponde?
Veamos. Como es trimestral, habrd cuatro pagos del 5%. Al final nos
habran pagado:
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Lo que habfa x (1'05)* ~ Lo que habia x 12155

Por tanto, la tasa anual equivalente serd de un 21’55%. En los anuncios
de la tele dicen que el interés es de un 21’55% TAE.
@ E10. Calcula la TAE correspondiente a unos pagos bimensuales del 2%.

INTERES CONTINUO

Supongamos que puedas fraccionar el pago todo lo que quieras. ;Hasta
qué limite llega a crecer el TAE?

~=—= Supongamos que te van a dar un 10% anual. Si fraccionamos en dos
pagos, me daran un 5% cada vez. Si fraccionamos en 10 pagos, un 1%...
ise sigue? Ahora hacemos una tabla con la TAE dependiendo del ntimero de

pagos:

N° pagos  Cada pago Factor TAE
10% 11 10%
2 5% (1705)% = 11025 10'25%
5 2% (1702)°> = 1"1041 1041%
10 1% (1701)1° = 11046 10'46%
100 0'1% (17001)190 = 171051 10'51%

Segun vamos aumentando los pagos nos damos cuenta de que la TAE va
acercandose al valor 10'51709% de manera asintétical3!.

E11. Ahora calcula ti la TAE méxima partiendo de un pago anual del
20%.

E12. Calcular el factor (es decir, el nimero por el que se multiplica el
dinero inicial) para infinitos pagos partiendo de un 100% de interés anual.

Este comportamiento de la TAE cuando el nimero de pagos «tiende a
infinito» aparece a menudo. Tan a menudo que el factor que sale en el ejercicio
anterior se le da un nombre especial: el niimero e. Es casi tan importante como

3] Es decir: cada vez mas lentamente.



7T, y nos volverd a aparecer més adelante en el curso. El célculo que hemos
hecho antes, entonces lo escribiremos como

~I n
e= lim (1 + —)
n—oo n

CAPITALIZACION (1)

== La senora dona Angustias Plémez contrata un plan de pensiones. Eso sig-
nifica que todos los anos ingresa en una cuenta una cantidad determinada
en la que le dan un cierto interés compuesto. Cuando se jubile podré hacer uso
de todo ese dinero.
En el caso de dona Angustias, da 100 euros anuales y, por el dinero que
tiene almacenado, le dan un 12% anual. Sile quedan treinta anos para jubilarse,
;de cuanto dinero dispondra cuando lo haga?

El primer dia del primer ano pondra 100 euros. El primer dia del segundo
afno esos cien euros le habran rendido 12, asi que tendrd 112. Pero como anade
otros cien, comienza el segundo ano con 212 euros. Podemos hacer una tabla...

Afo Pasta
1 100
2 100 x 1712+ 100 = 212
3 212 x 1712+ 100 ~ 337
4 337 x 171124100 ~ 478

Parece que hasta 30 anos nos podremos morir de asco... A no ser que
apliquemos algin truco. Vamos a ver. Cada ano lo que se hace es multiplicar
lo que habfa por 1’12 y sumar 100. Vamos a intentar escribir lo que vaya
saliendo pero sin hacer las cuentas:

100 —

100 - (1712) 4+ 100 —

100 - (1712)% +100 - (1'12) 4 100 —
100-(1'12)% 4100 - (1'12)2 +100- (1'12) + 100  —

En todas estas expresiones podemos sacar factor comun el 100 y nos queda,
por ejemplo, para el cuarto ano:
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100 (1112° + 11122 17127 +1712°)
(porque 112" =112y 17120 = 1).

Ahora si que hemos descubierto algo: para calcular el dinero que tiene la
buena senora al cabo de los treinta afios no tenemos mas que calcular la suma:

1120 41712 17122 - 171228 1 1712%
No sé vosotros, pero yo estoy igual que antes. No me apetece nada hacer
esa suma a lo bestia. Veamos si invento algo.

APRENDIENDO A SUMAR

iA estas alturas de la pelicula aprendiendo a sumar! Pues si, oiga. Y a
mucha honra. Cuéntase que en una ciudad alemana un maestro algo punetero
pidié a sus alumnos (7 anitos), para poder leer en paz el Frankfurter Algemeine
un rato, que le sumaran todos los nimeros del uno al cien. Cuél no seria su
sorpresa cuando uno de ellos, de apellido Gauss, le trajo la solucién en un par
de minutos. ;Cémo lo hizo el chavalin?

El truco consistié en lo siguiente: escribié de esta guisa los ntimeros a
sumar:

T+2+3+4+---+97+984+994100

Y se pisp6 de que el primero con el tltimo sumaban 14100 = 101. Pero también
el segundo con el penultimo: 2+ 99 = 101, y el tercero con el antepenultimo...
Es decir:

1T+24+3+4+---+97+984+994100
101

Cada una de esas parejas suma 101. ;Cudntas parejas hay? Como hay 100
nimeros, hay 50 parejas. La suma total valdra, por tanto, 50 x 101 = 5.050.
iEle con el chavalin!

El mismo truco vale para muchas otras sumas: mientras que los niimeros
formen una progresién aritmétical*. Asi, por ejemplo, para sumar los nimeros

4 . . . . .
(4] Recordamos: mientras que la diferencia entre dos valores consecutivos sea siempre la
misma.



pares desde el 2 hasta el 100 usamos el mismo truco: el primero y el ultimo
suman 2 + 100 = 102, el segundo y el pentltimo 4 + 98 = 102 y asi. Hay 50
nimeros, asi que hay 25 parejas: 25 x 102 = 2550.

E14. Suma todos los miltiplos de tres menores que 100.

% E13. Suma todos los nimeros del 1 al 500.

NOTACION PARA SUMAS

Vamos a inventar una manera de expresar sumas como esta sin tener que
usar los puntos suspensivos. Fijate:

100
Zn=1+2+3+---+99+1oo

n=1

La letra ¥ (es la «S» en griego) indica «sumatoria». Debajo pone el limite
inferior y arriba el superior. Eso significa que n toma todos los valores desde
1 hasta 100. Observa esta otra:

20
> o
n=1
Este caso es diferente. Ahora n recorre los valores desde 1 hasta 20, pero cada

término es 2n. Asi que esa suma equivale a:

20
> 2 =2+4+6+---38+40

n=1

Por qué hasta 407 Pues porque el ultimo valor es n = 20, y entonces 2n
valdra 40.

i& E15. Expande y calcula:

20

10
Z n y Z(Zn +5)
n=1

i=1

E16. (D) Un coche se mueve con aceleracién constante de 2 km/h cada

segundo. Eso significa que en el primer segundo estd parado. El primer
segundo se mueve a una velocidad media de 2 km/h. El «segundo segundo» a
4 km/h... Al cabo de un minuto, jcudnto espacio ha recorrido?
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Pero la suma que tenemos que hacer es la de una progresién geométrica.
La expresaremos de esta forma:

29
1120 17120 171122 - 4111277 = > e
n=0
El truco para hacer esta suma es algo méas complicado, pero también més
bonito. Supongamos que la razon de la progresion geométrica es a y que
queremos sumar los términos desde 0 hasta N. Asi, queremos obtener:
N
Sn=1+a+a’+--4+aV=a+a" +a?*+---4+a™ :Za‘
i=0
Ahora podemos multiplicar Sy por a y restar:
SN =1 4+ d + £ + - 4+ N
d + d + + N o+ Nt

SN—QSN = 1 - a

(1'5]\1

N+1

Se nos han ido casi todos los términos y nos queda:

N+1

Sn—aSy=1-a""' = Sy(l-a)=1-a"*' = sN:%

Vamos a comprobar con una suma que sabemos hacer. Cojamos una hoja
de papel y dividamosla en dos cachos. Tomamos uno de ellos y le volvemos a
hacer lo mismo y asi sucesivamente, como en la figura.

1/32

1/64

1/8 1/2
1/16

1/4




Vemos que, si sumamos 1/2 més 1/4 méas 1/8... y asi sucesivamente,
obtenemos otra vez la hoja entera, ;no? Es decir:

) () e

Expresamos esa suma de nuestra manera:
(oo} n
1
>(3) =
n=1
;,Qué significa el simbolo co? Pues «infinitoy, es decir: que sumamos todos—
todos—todos—todos los cachos que salen (y mds que hubiera). Notad que hemos

empezado en 1 = 1 y no en n = 0. Asi que sumamos el término n = 0 para
poder aplicar la férmula y obtenemos:

smi(;>n1+1z
n=0

Aplicamos la férmula con a = 1/2 hasta N indefinido (luego haremos
N = o).

T—@a/2N  1-(1/2)N
1-(1/2) (1/2)
Ahora bien, jcuanto vale (1/2)N cuando N es grandisimo? Pues estamos

calculando la mitad de la mitad de la mitad... y asi infinitas veces. Eso es...
nada, cero. Por tanto, (1/2)N =0 si N = co. La suma nos queda:

Sn =

Soo = 2]% = iChandnnnn!
@ E17. Calcula la suma de las series geométricas:
8 20 >
> > (5" D5
n=0 n=1 n=0

E19. (D) ;Cudntos términos de la serie geométrica (1’5)™ tengo que
sumar para que el resultado pase de 57

E20. Un tio tiene una enfermedad que le hace aullar a la luna todos los
martes. Desgraciadamente, contagia a cinco personas cada ano. Cada

% E18. ;Cudndo se puede sumar una serie geométrica hasta infinito?
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uno de estos contagiados, se lo pega a su vez a otros cinco al cabo de un ano,
y asi sucesivamente. ;Cudnta gente tiene la enfermedad al cabo de 20 anos?
E21. Observa que la suma de las primeras potencias de dos, 1 +2+4 +
8 + 16 = 31, es uno menos que la siguiente potencia de dos (32). ;Es
casualidad?

CAPITALIZACION (Y II)

Volvemos al problema de dona Angustias (volved de verdad y leed otra
vez el final). Tenfamos que hacer la suma:

29
1120 4+ 1712" 41122 4112% - 4 171227 = (12"
n=0
Ahora podemos sumar esa serie sin complejos:
1—(1112)30
1—-112

Por tanto, la cantidad de dinero que tendrd la pobre sefiora (jpobre?) serd
100 x 231/33 = 23133 euros. A mi me valdria...

329 = ~ 23]/33

Por cierto, hemos llamado a la seccién capitalizacion porque éste es el
nombre que se le da a los procesos en los que vas dando dinero a «alguien»
(normalmente un banco), quien te lo va guardando y ademds te da un interés.
Ejemplos: fondos de pensiones, fondos de inversion, etc.

E22. Otro pavo pone 50 euros cada ano, le dan un interés del 10% anual

y le quedan 35 anos para jubilarse. ;Cudnto dinero tendra al final? Si,
en lugar de poner el dinero en un fondo, lo hubiera guardado en un calcetin,
jcuanto dinero tendria hoy?

E23. Otra senora puede dejar un maximo de 100 euros al mes en un

fondo de pensiones que da un 1% mensual. Si quiere alcanzar 5700 euros,
jcuadnto tiempo tendra que esperar?

E24. (D) Otro personajillo deja 50 euros cada afio durante 20 afios

obteniendo al final 3.600 euros. ;Qué interés le dieron?

AMORTIZACION

-==. El Banco Latrocinius presté a una pobre parejita de recién casados cinco
mil euros para un pisito microscépico al borde de la M-30. Les cobraba
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un interés del 10% y el pago era a veinte anos vista. ;Qué significa esto? ;Y
cuanto pagaban al ano los pobrecillos?

Primero calculamos el valor més temido: la deuda total Dt. Supongamos
que no pagan nada hasta el final. Entonces el préstamo ha ido ganando intereses
(como una bola de nieve) y al final tienen que pagar

Dt = 5000 - (1'10)%° ~ 33.637 euros

Es decir: casi siete veces lo que les han dado. Afortunadamente no es esto
lo que tendran que pagar. ;Por qué? Pues porque ellos no pagan al final, sino
que van soltando la mosca poco a poco.

Supongamos que den una cantidad a cada ano. Ese dinero que dan va
generando intereses que sirven para pagar la deuda total. Por ejemplo, el
dinero a que dan el primer ano estd durante 19 anos en el banco, asi que, al
final de esos 19 afios se convierte en a - (110)'7.

En la siguiente tabla aparece lo que

En cudnto se ha convertido al final del

Afio Lo que pagan préstamo.

1 a a-(1110)'7
2 a a-(1'10)'8
3 a a-(110)"
19 a a-(110)!
20 a a

;Cuanto dinero ha recaudado en total el banco? Pues la suma de los
nimeros de la columna de la derecha:

a-(1"0)"" 4a-(110)"8+---+a-(1'0) +a

Y esta cantidad tiene que ser igual a la deuda total. Asi, sacando factor comun
la a:

19
a-y 110" =Dy
n=0

Como esta suma la sabemos hacer, terminamos en seguida:
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a-57'275 = 33.637 == a~587'3

Y esa es la cantidad anual que deberan pagar.

Y hemos llamado a esta secciéon amortizacion porque es el nombre que se
le da a la devolucién de préstamos «en finoy.

E25. El Central Hispanic Bank, con sede en Masachutes (Ohaio (Wis-

consin)) te concede (jqué suerte!) un préstamo de 10.000 délares a un 15%
de interés, pagadero en 25 anos. ;A cudnto asciende la deuda total? ;Cudnto
tendras que pagar cada ano? ;Cuanto has pagado en total al banco?

E26. En el ejercicio anterior, jcémo varia el resultado si el pago es

mensual?

E27. El honesto dueno de una tienda de articulos eréticos necesita un

capitalito de 5.000 euros para renovar el material (que se va quedando
anticuado), que le concede el banco Latrocinius al médico interés del 20%.
Cada ano sélo se puede permitir soltar 500 euros. ;Cuanto tardara en pagar?

E28. (D) Mismo problema de antes, pero sabiendo que los primeros 10

anos sélo puede pagar 200 euros y, a partir de entonces, puede acoquinar
1.000 cada afio.

E29. ;Qué interés como maximo puedes aceptar si quieres pagar en 20

anos un préstamo de 10.000 euros, dando cada ano sélo 700 euros? ;Y si
solo son 450 los euros anuales de los que dispones?



