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Probabilidad
IDEA DE PROBABILIDAD

La idea basica de la teoria de la probabilidad es que, si bien hay muchos
eventos respecto a los que tenemos incertidumbre, esta incertidumbre es medi-
ble. En otros términos: «manana llovera» y «el Cadiz ganara la Champion’s
en este siglo» son ambos eventos que no son ni seguros ni imposibles. Pero,
mientras que el primero tiene una probabilidad alta, el segundo la tiene baja.
,Cémo de alta y como de baja? Los dos eventos son complejos, intervienen
muchos factores...

Las probabilidades son nimeros entre cero (imposible) y uno (seguro).
Asi, por ejemplo, la probabilidad de que una chicheta caiga con la punta hacia
abajo es de (aprox.) 0'18. Eso significa que, si tiras 100 chinchetas al aire,
«aproximadamentey 18 caerfan con la punta hacia abajo. jEs sequro que serdn
187 iNo! Pero, si tienes que apostar por algin nimero, lo mejor es hacerlo por
18.

En este ejemplo de la chincheta, jcémo se ha calculado esa probabilidad?
No es dificil: hacemos un experimento, como en fisica. Tiramos (pongamos por
caso) 500 chinchetas y contamos cudntas caen con la punta hacia abajo. Nos
salen 90. Asi que dividimos las que han salido entre las totales: 90/500 = 0’18.
Este nimero es, en realidad, la frecuencia relativa del proceso:

Veces que ocurre S

Frecuencia relativa de S =
Total de veces
«Obviamentey, la frecuencia relativa de un evento se va acercando a su pro-
babilidad cuando el niimero de veces que se repite el experimento es muy alto.
También «obviamente», la probabilidad de que no caiga con la punta hacia
abajo serd lo que falte hasta la unidad: 1 — 0’18 = 0/82.

Q1. Discute el significado de esta frase: «la probabilidad de que llueva
manana es de 0'75».

Pero hay probabilidades mucho mas dificiles de calcular: ;cual es la pro-
babilidad de que llueva manana? ;y de que el Atleti gane la liga? ;y de que
la economia mejore? Aunque los especialistas dan valores para éstas, no dejan
de ser estimaciones basadas en su conocimiento.
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Y si se tiene un conocimiento perfecto, jhabria necesidad de probabilida-
des? De otra forma: al lanzar esta chincheta, jva a caer hacia arriba o hacia
abajo? Si conocieras exactamente la forma de la chincheta, cémo va a ser
lanzada, la rugosidad del suelo, la temperatura, si hay corrientes de aire... lo
podrias predecir con seguridad. ;O quizds no? Dice la fisica moderna que,
incluso sabiendo todo eso hay una cierta incertidumbre esencial. Tu, ;qué
piensas?

Q2. Un jugador de ruleta comprueba que no ha salido el 17 en toda la
¢ tarde. Por tanto, deduce, ahora es mas probable que salga. ;Tiene razén?
Q3. La profe de mates ha dicho que manana sacara a alguien para pre-

¢ guntarle la leccién. Maria piensa: «no hay mucho peligro de que me
toque a mi: somos 30 en la clase». Luego la profe dice que va a sacar a una
chica. Maria piensa: «algo més de peligro, sélo somos 12 chicasy. La profe
anade que sacard a una chica con gafas. Maria respira aliviada. Observa cémo,
segun va teniendo mas informacién, Maria va cambiando su estimacion de las
probabilidades. ;Notas algo destacable?

c? Q4. Sobre una hoja de papel han caido 9 gotas de tinta al azar. ;Cual
de las siguientes situaciones te parece méas probable?

PRINCIPIO DE INDIFERENCIA Y REGLA DE LAPLACE

Vamos a estudiar ejemplos mucho més simples. ;Cudl es la probabilidad
de que salga 4 en un dado? Aplicaremos el principio de indiferencia: como
no sabemos nada sobre el dado, sobre céomo se tira... suponemos que cada
cara del dado es igual de probable (equiprobable). Por tanto, el 4 tiene una
posibilidad entre seis. Lo escribiremos 1/6. [Podriamos decir 0’166..., pero
normalmente dejaremos la fraccién.]

Insistimos: el 4 no tiene por qué salir una de cada 6 veces». En realidad,
cabe la posibilidad de que no salga en 20 veces, o que salga varias veces seguidas.



Lo que s es cierto es que, si tiras el dado muchisimas veces!', obtendras el 4
un 16’66...% de las veces.

Imagina que nos piden la «probabilidad de que salga un valor par al tirar
un dadoy. De las seis posibilidades, tres nos son favorables: 2,4 y 6. Por tanto,
podemos decir que saldra par «tres de cada seis vecesy» o, lo que es lo mismo,
1/2.

Esta tdltima idea se llama la regla de Laplace: la probabilidad de cual-
quier suceso es el cociente entre el nimero de casos favorables y el nimero de
casos posibles (siempre que los casos, como es l6gico, sean equiprobables):

Probabilidad — Casos favor.ables
Casos posibles

Un ejemplo: calculamos la probabilidad de sacar un rey en una baraja
espanola. Como hay cuatro reyes (casos favorables) y un total de 40 cartas
(casos posibles), 4/40 = 1/10.

E1l. Calcula la probabilidad de sacar figura (sota, caballo o rey) en una

baraja espanola.

E2. Calcula la probabilidad de obtener un miltiplo de 3 en un dado de

20 caras.

E3. Una bolsa contiene 4 bolas rojas, 5 azules y 1 blanca. Saco una sola

bola. ;Qué probabilidad tengo de que sea roja? ;Y azul? ;Y blanca?
;,Cuanto suman las tres probabilidades?

E4. Tienes una baraja espanola. Inventa algin suceso cuya probabilidad

sea 1/4 y otro con 1/3.

APUESTAS EN JUEGOS DE AZAR

Cémo es una apuesta justa? Si yo apuesto a que sale cara y ti a que sale
cruz, tenemos que poner los dos el mismo dinero. Pero si yo apuesto a que sale
un 5 en un dado y tu a que no sale, tendrds que poner ti més dinero sobre la
mesa que yo, ;no?

La apuesta, para ser justa, tiene que ser proporcional a la probabilidad.
En el ejemplo anterior, mi probabilidad de ganar es 1/6 y la tuya 5/6. Asi, si
yo pongo 100 € lo que td debes poner se calcula con una regla de 3:

1/6 — 100¢€
5/6 — X

("] En realidad, para total seguridad, infinitas veces...

Probabilidad 4

y tenemos x = 500 €.
En realidad se puede hacer aun mas facil: tu probabilidad de ganar es
cinco veces la mia. Decimos que las apuestas estdn 5 a 1 a tu favor.

E5. Sacamos una carta al azar de una baraja espanola y yo apuesto a
que no es de oros. Si yo pongo sobre la mesa 10 €, ;cudnto pondrias tu
como maximo?

E6. Disena algtin experimento al azar en el que las probabilidades estén
4 a uno.

EXPERIMENTOS MULTIPLES

Veamos qué hacer en el caso de varias monedas, varios dados... Para
eso necesitamos el concepto de espacio muestral: el conjunto de resultados
posibles.

En el caso del experimento «tirar un dadoy, el espacio muestral es E =
{1,2,3,4,5,6}. En el caso de «lanzar una moneday: E = {Cara, Cruz}. ;Qué
ocurre si lanzo dos monedas?

Q5. Antes de seguir, considera esta propuesta. Tiramos dos monedas.
¢ Yo apuesto 15 € a que salen cara y cruz, y ti 10 € a que salen dos caras.
. Ves la apuesta?

Ahora hay cuatro resultados posibles. Llamando + a cara y — a cruz,
{++,+—,—+, ——}. Es importante que notes que «+—» es un resultado difer-
ente de «—+», porque en el primer caso es la primera moneda la que cae de
cara.

Cuando el espacio muestral estd bien delimitado, los problemas son mas
faciles. Ahora si me preguntan cuél es la probabilidad de obtener dos caras
diré: hay un solo caso favorable, pero hay 4 casos posibles, asi que 1/4.

E7. En el experimento «lanzar tres monedasy, calcula la probabilidad
de:

a) Sacar tres caras.

b) Sacar dos caras.

c¢) Sacar, al menos, una cara.

d) Sacar como méximo una cara.

Q6. Considera un experimento cualquiera y calcula las probabilidades de
cada uno de los sucesos del espacio muestral. ;Cudnto suman todas las



probabilidades?

Q7. El juego del rio. Es un juego para dos jugadores, cuyos terrenos

estan separados por un rio. Las dos orillas se dividen en casillas numeradas
del 2 al 12. Cada jugador dispone de 12 fichas que sitia como quiere entre ellas.
Se tiran por turnos dos dados. Si en la casilla correspondiente tiene el jugador
alguna ficha, ésta se salva. Gana el jugador que salva antes todas sus fichas.
;,Cudl es la estrategia 6ptima?

ES8. Tiro dos dados. Calcula la probabilidad de cada uno de los valores

que puede salir para la suma de los puntos.

E9. [!] Un trilero de la Gran Via tiene tres cartas. Una de ellas es roja

por los dos lados, otra es negra por los dos lados y la tercera es roja por
un lado y negra por el otro. Saca una carta y te la muestra por un solo lado:
es roja. Te ofrece la siguiente apuesta: «Por detras puede ser negra o puede
ser roja, con un 50% de probabilidad. Van 110 € mios contra 100 tuyos a que
es... roja, por ejemplo.» ;Qué haces?

NocION DE INDEPENDENCIA

Ana decide cada manana al azar si viene vestida de verde, con una proba-
bilidad de 0’4, o de rojo, con 0’6. Juan hace lo mismo. jCuél es la probabilidad
de que aparezcan hoy los dos de verde?

Depende. Si se pusieran de acuerdo, entonces 0’4. Si Juan siempre hiciera
lo contrario que Ana, 0. Pero, jy si Juan decide de manera independiente de
Ana? Entonces supongamos que les observamos 100 dfas. De ellos, 40 (aprox.)
vendra Ana vestida de rojo. De esos 40 dias, Juan vendra también de rojo un
40%: en total coincidirdn en 16 dias. En otros términos, la probabilidad es
0’16, que es 0’4 x 0'4.

Asi, si dos sucesos son independientes (ninguno influye en el otro), la
probabilidad de que ocurran a la vez es el producto de sus probabilidades.

E10. La probabilidad de que un chico elegido al azar del instituto lleve

gafas es de 0’3, y la de que sea del Rayo es de 0'1. Suponiendo que sean
cosas independientes, ;cudl es la probabilidad de que el chico lleve gafas y sea
del Rayo?

E11. La probabilidad de que hoy llueva es de 0’5, y la de que haya viento
es de 0’4. Si la probabilidad de que pasen las dos cosas es de 03, jse trata
de sucesos independientes?

Probabilidad 6

Si la probabilidad de que ocurran A y B es mayor que el producto de las
probabilidades, se dice que hay «correlacion positiva». Si es menor, negativa.
Pero mucho ojo: eso no quiere decir que una de las cosas sea la causa de la
otra. Observa estos ejemplos:

— Se ha observado que, en todos los colegios, hay correlacion positiva entre
tener el pie grande y leer bien. ;A qué crees que se debe?

— También se han dado cuenta los expertos de que hay correlacién positiva
entre comer con poca sal y tener una enfermedad cardiaca. ;Podemos deducir
que es la comida sin sal la que provoca problemas con el corazén?

Q8. Te damos una lista de pares de eventos. Tienes que decidir si son

independientes o no. Si son dependientes, di si la correlaciéon es positiva
o negativa. Hay algunos casos mas dificiles: localizalos y discttelos.

— Conducir borrach@ y tener un accidente de tréfico.

— Tener cancer de pulmén y ser fumador/a.

— Ser conservador/a en lo politico y ser pobre.

— Sacar buenas notas y ser aficionad@ a la lectura.

SUCESOS INDEPENDIENTES

Veamos sucesos que son de seguro independientes. Tiremos una moneda.
La probabilidad de que salga cara es 1/2. Volvamos a tirarla. La probabilidad
vuelve a ser de 1/2. ;Cudl es la probabilidad de que salga cara las dos veces?
Esté claro que el resultado de la primera no tiene ninguna importancia para el
resultado de la segunda, asi que la probabilidad de que ocurran las dos cosas
es el producto de las probabilidades: 1/2 x 1/2=1/4.

E12. Tiro un dado dos veces. Calcula la probabilidad de sacar:
a) Tres en la primera tirada y seis en la segunda.

b) Seis en la dos tiradas.

c) No me salga seis en ninguna de las dos tiradas.

d) Saque al menos un seis.

Observa el «al menos» del apartado d) del ejercicio anterior. Es lo con-
trario de «no sacar ninguno», que es lo mismo que «no sacar en el primero» y
«no sacar en el segundoy y «no sacar en el terceroy...

Imagina ahora que sacas tres cartas y quieres tener la probabilidad de que
las tres sean figuras. La probabilidad de que la primera sea figura es 10/40.
Supongamos que sabemos que ha salido ya la primera figura. Ahora el hecho



de que salga una segunda es independiente de la primera, pero tenemos que
tener en cuenta que quedan 9 figuras de 39 cartas: la probabilidad es 9/39.
Por el mismo razonamiento, para la tercera figura la probabilidad es 8/38. Asi
que la probabilidad de sacar las tres es:

10 9 8 ,
%x@x§~00121

Por tanto, ocurrird un 1721% de las veces.

E13. Tomo un mazo de cartas barajado. Calcula la probabilidad de que
las cuatro primeras cartas sean de oros. Y, después, la probabilidad de
que ninguna de las cuatro sea de oros.

E14. Un jugador de baloncesto tiene una tasa de acierto del 75% en tiros
libres. Va a tirar un uno més uno. Calcula la probabilidad de que no haga
ningun punto, de que haga un punto o de que haga dos puntos.

E15. En una urna hay tres bolas blancas, tres rojas y tres azules. Calcula
la probabilidad de que saquemos cinco bolas y ninguna sea roja.

E16. Calcula la probabilidad de obtener N caras seguidas en una moneda
normal.

E17. ;Cuantas veces tengo que tirar una moneda al aire para que la
probabilidad de no sacar ninguna cruz sea menor que 10737

LAOGICA Y SUCESOS

Considera estos dos sucesos: A={sacar en un dado de seis caras un niimero
par} y B={sacar un nimero menor o igual que 3}. ;Puede ser que los dos
ocurran a la vez? Si, claro, si sale el {2}. Lo expresamos asi: ANB = {2}, «la
interseccién de A y B es que salga un 2». Asi, la interseccién de sucesos es el
«y» légico.

En cambio, podriamos preguntarnos por en qué casos se cumple una
condicién o la otra. Ocurre mas a menudo que en el anterior caso: siem-
pre que no salga un 5. Lo expresamos asi: A UB = {1,2,3,4,6}, «la unién de
A y B es que salga cualquier niimero menos un 5». La unién es el «o» légico.

También podemos pedir que no salga A. ;Qué casos son los oportunos?
Como es légico, {4,5,6}, que son lo que llamaremos —A, la negacién légica.

C? Q9. Dos sucesos son independientes. ;Puede ser nula su interseccion?

Probabilidad 8

Sabemos que cuando dos eventos son independientes, la probabilidad de
que ocurran ambos a la vez es el producto. En este caso escribiremos p(ANB) =
p(A) - p(B). En otros casos, no podemos decirlo de antemano.

. Qué ocurre con la probabilidad de la unién? Depende. Observa la figura
siguiente:

A
>

ANB

A
o

Cada evento viene representado por una region, cuya medida es su proba-
bilidad. Si sumamos las medidas de las regiones A y B tenemos casi la medida
de la unién A U B. ;Por qué digo casi? Porque la regiéon de intersecciéon la
hemos contado dos veces: una vez con A y la otra con B. Si la restamos,
tenemos:

P(AUB) = p(A) + p(B) — p(ANB)

Por tanto, si dos sucesos sin incompatibles (es decir: su interseccién es
nula), entonces la probabilidad de la unién es la suma de las probabilidades:
P(AUB) = p(A) + p(B).

Un ejemplo préactico: en una clase hay 20 aprobados en lengua y 15 en
mate. ;Cuantas personas hay que han aprobado alguna de las dos? No lo
sabemos. Pero si nos dicen que hay 5 personas que han aprobado las dos
ya podemos deducir: 20 + 15 — 5 = 30 personas que han aprobado alguna.
[NOTA: el ejemplo parece que no es de probabilidad, pero en realidad se puede
«reformulary para que lo sea. ;Cémo?]

E18. La probabilidad de que mafiana llueva es del 0’5, y la de que haga
viento es del 0'3. La probabilidad de que llueva y haga viento es de 0'1.
. Cudl es la probabilidad de que haga un dia perfecto de playa?

E19. Tres de cada cuatro estudiantes del instituto saben informatica.
Un 50% saben manejar Giiindous y un 30% saben manejar Linux. ;Qué
tanto por ciento saben manejar los dos sistemas?



E20. Si A={Sacar una carta de oros en una baraja espafiola} y B={Sacar
figura}, explica qué es y di la probabilidad de: AN B, AUB, -A, —B,
-(AUB), ~AU-B.

E21. [Mas dificil] La siguiente expresién se conoce como ley de de Mor-
gan: (A UB) = -A N -B. Discute su significado con un ejemplo y
muestra que es cierta sobre un dibujo.



