MANUAL DE SUPERVIVENCIA EN EspAciO-TIEMPOS CURVOS, PARTE I.
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Ubi materia, ibi geometria
Johannes Kepler

0. Introduccion.

All4 en el principio de los tiempos, el gran fisico experimental Adan des-
cubrio la fuerza de la gravedad cuando ésta le atrajo hacia la gran fisica tedrica
Eva, que a su vez expuso por primera vez las mas conspicuas propiedades de
esta interaccién:

a) Es siempre atractiva, parece como si la Tierra atrajese a los cuerpos.

b) Todos los cuerpos caen hacia abajo. Claro que, al tomar como definicién
de «abajoy la direccién hacia la que caen los cuerpos, este parrafo es algo auto-
referencial...

¢) Parece que todos los cuerpos caen, despreciando efectos de rozamiento,
con la misma aceleracion.

El punto c¢), conocido también como «Universalidad de la Caida Libre
(UCL)», fue objeto de enconada polémica. En una discusién que hoy es un
clasico a pesar de no haber existido, Aristételes discute del particular con
Galileo [} llegando a esta conclusién: la masa que pondrs en el futuro Isaac!?
en su segunda ecuacién de la dindmica es la misma que aparecera en su ecuacion
para la gravitacién. Otros puntos menores, como que la fuerza caiga con el
cuadrado de la distancia, se explican de forma sencilla y elegante con el teorema
de Carl Friedrich!?l (Gauss, obviamente).

Como todos los cuerpos caen con la misma aceleraciéon, un campo gravi-
tatorio es «localmentey indistinguible de un sistema de referencia acelerado.
Vamos a ver: si estds en un ascensor encerrado y notas una fuerza hacia el
suelo... jserd que estds subiendo acelerado en medio del espacio? ;o estards en
un campo gravitatorio? Esa equivalencia se llama... «Principio de Equiva-
lencia (PE)».

Por supuesto que se pueden distinguir ambas situaciones, pero no local-
mente. Dos cuerpos dejados caer libremente seguirdn trayectorias en general
curvas, pero paralelas «localmente». La primera correccién viene dada por las
fuerzas de marea: pensad en dos particulas cayendo hacia la Tierra: como
caen segun radiales, se estan acercando entre si. Es un residuo, un efecto a
gran escala de la fuerza de la gravedad: nuestros pies son atraidos con mas

2] Nos tomamos la libertad de llamarle por su nombre de pila dada la confianza que el
autor del presente texto tiene con él. (N. del A.)
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fuerza que nuestra cabeza.

Pero, si son equivalentes un campo gravitatorio y un sistema de referencia
acelerado, podemos siempre deshacer un campo poniéndonos en el Sistema
de Referencia (S.R.) apropiado. ;Cuél serd éste? Pues un SR en caida libre,
claro. En caida libre, localmente, todas las particulas siguen trayectorias rectas.
Localmente quiere decir que no podemos mirar muy lejos en el espacio o en el
tiempo, a riesgo de notar las fuerzas de marea.

Hasta aqui todo correcto, es la teoria newtoniana de la gravitacién, pero
he aqui que Albert!?l hace esta pregunta: si desaparece «-Centauri dejaremos
de verla sélo dentro de 4 anos, pero... ;Cuando dejaremos de notar sus efectos
gravitatorios? La teoria de Newton no dice nada concreto pero parece sugerir
(fijate ti) que... debieran dejarse de notar inmediatamente... contra la teoria
especial de la relatividad. Colapsa la Bolsa, dimiten en masa los ministros: la
Vieja Teorfa de Newton es... «incorrectay (3.

Einstein mira atentamente el PE y decide que tiene consecuencias mas
profundas de las que aparecen a primera vista. Si dibujamos un diagrama de
Minkowski [#] (espacio-tiempo) del movimiento planetario nos sugiere que no
es que sean trayectorias curvas en un espacio recto (y a cuadritos), sino lineas
«rectasy en un... espacio curvo. Entenddmonos. Supongamos que el espacio
fuera curvo (como si fuéramos seres bidimensionales y viviéramos sobre una
esfera, jvale?). Entonces, jqué serfan las lineas rectas? Pues estd claro: las
lineas de minima distancia entre dos puntos, las geodésicas (que sobre una
esfera son arcos de circulo maximo).

Una vez ha decidido que la gravedad puede formularse asi se pone como
programa de accion:

a) El espacio, al ser curvo, hace que las particulas se muevan no por rectas
sino por geodésicas.

b) La materia (y la energia, por la Relatividad Especial) convierte el es-
pacio plano (recto y a cuadritos) en un espacio curvo.

Tenemos, como es légico, interaccién entre los apartados a) y b) del pro-
grama, y el lio padre matematico armado. Como el pobrecito Albert no es
un genio de las mateméticas (sino de la fisica... de acuerdo, yo tampoco sé
dénde estd la diferencia) habla con su mujer Maleva Mari¢ y con su amigo de

(3] El cuadro que més tiempo ha estado colgado al revés es «El barco», de Matisse, que
duré 47 dias asi en el Museum of Modern Art de Nueva York. Durante ese tiempo pasaron
por delante unas 110.000 personas. El Libro Guiness de los Records, 1971.

(] No minkowski de nada. (N. del T.)
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la escuela Marcel Grossmann y se ponen manos a la obra. Le van a ensenar las
reglas basicas de navegacion en espacio-tiempos curvos.
Ahi vamos...

1. Taquigrafia: Tensores.

Muchas veces nos encontramos con expresiones larguisimas que resultan
tener una gran simetria, asi que parece que estemos malgastando papel, tinta
y entendimiento en esas ecuaciones, cuando podriamos inventar una nueva
notacién que fuese mds compacta (y mas inteligible) que mostrase a primera
vista las simetrias.

1.1. FOrRMAS, VECTORES Y PRODUCTO ESCALAR.

Comenzaremos con la definicién de forma: dado un espacio vectorial
(tomaremos R? para los ejemplos) una forma serd una «mdaquina linealy que a
cada vector asocia un nimero.

En nuestro R3 vulgar, un vector y una forma podrian ser, respectivamente,

1
v=|[ 2 w=(0,1,2)
3

de tal manera que el niimero que obtenemos es:

1
w,v)y=(0,1,2)| 2] =8
3

Ese ntimero es, obviamente, el producto escalar.

El teorema de Riesz-Fréchet dice que, en espacios de dimensién finita el
espacio de las formas (también llamado espacio dual) es isomorfo al espacio
original. Eso quiere decir que a cada vector le podemos asignar una forma. Una
manera de hacer esto es, simplemente, «tumbandoy el vector (y en este caso
tenemos el producto escalar del espacio euclideo usual), jpero no es la tnical

La forma maés general serd aplicarle al vector una matriz g y luego «tum-
barlo». En este caso podemos escribir forma = (g vector)t. A la matriz g la
llamaremos métrica y, como domina el producto escalar, domina longitudes
y dngulos, es decir, buena parte de la geometria (por eso la «g»). Si queréis
practicar, escribid una matriz g y probad a calcular con ella la longitud del
vector e o el angulo que forma con el e;. La métrica euclidea es, obviamente,
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la matriz identidad... y en cuanto a la utilidad de otras métricas nos reservamos
para contarla después.

Una forma de visualizar geométricamente la diferencia entre vectores y
formas es ésta: una forma es un conjunto infinito de planos paralelos, de tal
manera que cuando un vector (usual, flechita) aparece en el espacio, tiene
que «taladrar» algunos de los planos para abrirse camino. Si por cada vez
que atraviesa un plano suena un «bongy, el nimero de éstos serd el producto
escalar de la forma por el vector (ver fig. 1).

formoo vector

podructo escalor

Ficura 1. Forma, vector y producto escalar.

Una métrica es una regla para, dado un vector, obtener una forma (unos
planos paralelos...). Dejamos al lector/a completar la analogia.

1.2. NOTACION TENSORIAL.

Introducimos ahora la llamada notacién tensorial. Los vectores se de-
notan con indices contravariantes (que se escriben como superindices) y las
formas con indices covariantes (que van como subindices). Ademds tenemos
el convenio de FEinstein, segin el cual se suma sobre cada indice repetido que
se encuentre. Unos ejemplos:

El vector v lo escribimos como v*, y la forma w como w,,. Si ahora los
escribimos juntos, v¥* wy,, como el indice p se repite tenemos que sumar sobre
él, asf que eso es igual a v'wy +v?w, + v3ws. FAcil hasta ahora, jno?

Pues ahora introducimos la notacién tensorial para la métrica. Como ésta
ha de servir para convertiry un vector en una forma debera «bajary el indice
del vector, y lo representamos asi: g,~ V¥ = v, y de esta manera podemos
calcular el producto escalar de un vector consigo mismo: [v||? = vtv, =
guvV*VY (nétese la doble suma, en Wy en v). Y si tienes dos vectores v¢ y u”
puedes calcular también el dngulo que forman como

1. Taquigraffa: Tensores. 6

B gunvhuY

cCosS(&X) = ————
) =

Hay manera de convertir las formas en vectores? Claro, «invirtiendo» la
o . t
métrica. Siw = (g v) , entonces
wh=gv-—glw=v

que en notacién tensorial se escribe como v* = g"Yw,,, siempre que la g con
los indices arriba sea la inversa de la métrica como matriz.

No es dificil comprobar que la condicién de que g*" sea la inversa de g,
se puede escribir como

gp.?\g}\V = 6”1/

donde 6", es la «delta de Kronecker», que vale 1 cuando @ = v y cero en
cualquier otro caso. jPor qué? Bueno, no hay m&s que recordar qué es el
producto de matrices para ver que «eso» es equivalente a g g~' = 1. Asf
ya tenemos la manera de subir y bajar indices y podemos dedicarnos a hacer
gimnasia con ellos (en realidad era por eso la «g»...)

1.3. TRANSFORMACIONES DE LA METRICA.

Cada métrica tiene asociado un conjunto de transformaciones que la con-
servan. Si T es una de éstas, entonces para cualquier par de vectores a, b,
(Ta, Tb) = (a,b). Por ejemplo, la métrica euclidea tiene como matrices T las
rotaciones. Y, adelantando acontecimientos, la métrica de Minkowski tiene a
las transformaciones de Lorentz (que serdn como «rotaciones generalizadasy).

Una transformacién lineal con la matriz T que nos transforme el vector v
en el V se escribird como:

\A)l T]] le T]3 v1
\32 = T21 Tzz ng VZ
\A)S '|'31 T32 T33 V3

y en notacion tensorial lo escribimos como

W= TEVY

con un indice arriba y otro abajo para que no suba ni baje indices (el indice v
estd «matado—sumado» a la derecha y el p queda libre).
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Se dice que T es una simetria de la métrica si el producto escalar de
dos vectores transformados es el mismo que el de los vectores antiguos sin
tranformar, asi que:

VTA 04, T
TE AT WP gua = voWTger

es la ecuacién que te da las T dada la métrica (repetimos: si la métrica
es la euclidea usual, las T son las rotaciones; pero en relatividad especial, la
métrica (de Minkowski) es conservada por unas T que son las transformaciones
de Lorentz).

Como v y w son arbitrarios,

Juv =9 o uTTv

Cémo definiremos la transformacion de las formas? Pues, si T es una
simetria y el vector v se transforma con la matriz T, la forma w se tiene que
transformar con T~! para que el producto escalar sea invariante bajo la trans-
formacion. Se ve, jno? jAh!, pero como actia sobre formas, serd la matriz
transpuesta y no la original (para que actie a la izquierda y no a la derecha):

VIWg = VT wg (T4, = T (T4 v wy = 89 vewyg = v,

(va que ¢ = d).

Pero, en la practica, en el espacio euclideo la transpuesta de la inversa de
una matriz de rotacién es... ella misma. Por eso en la geometria euclidea no
hacia falta toda esta parafernalia de distincién entre vectores y formas, etc.

1.4. TENSORES.

Un tensor general serd un monstruo con muchos indices, unos arriba y
otros abajo, p.ej.: R%P.4.. De este tensor se dice que tiene rango (2,3), pues
tiene dos indices arriba y tres abajo. Podemos «adosarle» dos formas y tres vec-
tores, sumando en indices repetidos (como siempre), y obtendremos un nimero:
RO L qeVawpxSy9z® serd siempre un nimero, todos los indices estdn matados
(ver fig. 2).

Pero hay una diferencia esencial entre un nimero y un escalar. Ante el
grupo de las transformaciones T exigiremos que ese nimero se esté quietecito,
es decir, que sea escalar. Pero los vectores y las formas varian sus componentes
al aplicar las T, asi que serd necesario que varien también las componentes del
tensor para que «en total» se cancelen todas las T y como resultado quede un
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FIGURA 2. Tensor como maquina de slots, monstruo de muchos indices.

escalar. Como los vectores van con la T y las formas con la T~ es obvio que la
R tendra que ir con una T~ por cada vector que admite y con una T por cada
forma que admite (para que se cancelen, insisto). Pero cada forma que admite
va asociada a un indice contravariante, y cada vector con uno covariante, asi
queda:

R ge = ROy THT (T (T (T 1Y

Y entonces (y s6lo entonces) serd un tensor. Nétese que tiene una regla
de transformacion bien definida, dadas las simetrias de la métrica, asi que
una expresién en la que todos los objetos que aparezcan se comporten como
tensores (ante un determinado grupo de transformaciones T) es inmediatamente
una ecuacion invariante bajo ese grupo de transformaciones. La invariancia
bajo rotaciones o Lorentz se ven asi inmediatamente.

Un par de reglas practicas al hacer gimnasia de indices:

a) Nunca repitas ndices si no vas a hacer una suma en ellos.

b) Un indice sobre el que has sumado se llama «mudoy, y puedes cambiarlo
por cualquier otro. P.ej.:a*b,, = a’ba.

c¢) Vigila que, en una ecuacién tensorial, los indices no mudos aparezcan
en ambos lados y en el mismo sitio (arriba o abajo).

Otro dato importante. Tenemos una funcién escalar ¢. ;Qué tipo de
objeto es Vb7 jEs un vector? Voy a dar un argumento intuitivo para probar
que no: la variacién de ¢ segin una determinada direccién d, ¢ es un escalar,
es independiente del sistema de referencia (mientras v varie apropiadamente),
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pero d,d = V¢ dv, asi que es un producto escalar y, por tanto, V¢ debe
de ser una forma. ;Coémo probarlo? Fécil, usa la regla de la cadena para
hallar ¢cémo se transforma (d¢/0x, 0d/dy, 0¢d/dz) sabiendo que (x,y,z) se
tranforman como un vector. Obtendras la matriz inversa si tratas a V¢ como
una forma y la transpuesta de la inversa si te empenas en tratarlo como un
vector.

NoOTA: como un indice derivado es un indice covariante se suele escribir

b1 =dx=0d/0x

Y para que practiques, un par de ejercicios:

1) El tensor alternado de Levi-Civita € “*¢ es uno que vale +1 cuando (abc)
es una permutacién par de la (123), —1 cuando es una permutacién impar y 0
en caso de que se repita algin indice. A ver si eres capaz de usarlo para, dados
unos vectores, hallar el determinante de la matriz que generan.

2) ;Cémo expresarfas divergencias y rotacionales en notacién tensorial?
Una ayuda notacional: la derivada con respecto a x* de A% la denotaremos
como A%, y es un tensor con todas las de la ley.

2. Geometria Diferencial.
2.1. EL V PosSTULADO Y LOS Espacios CURVOS.

Nuestra imagen intuitiva de un espacio curvo serd la de una superficie en
el espacio, p.ej., una esfera. Pero hay que hacer una aclaracion: Tomaremos
el punto de vista de quien vive dentro de la superficie, es decir, una geometria
intrinseca. Por ejemplo, describiremos la superficie de una esfera como lo
harian unas «chinches» que fueran bidimensionales y vivieran sobre su super-
ficie. Asi, un cilindro o un cono no son curvos, porque se pueden desarrollar
sobre un plano.

Imaginad ahora que sois estos seres bidimensionales. La idea es de un un
maestro inglés del siglo pasado llamado Abbott, y la expuso en su «Planilan-
diay. En ella el protagonista, llamado « Cuadrado Ay, tenia problemas con la
justicia por dudar de la Geometria Euclidea que se tomaba por dogma religioso
en su tiempo. Euclides habia establecido cinco postulados sobre la geometria
en su mundo:

I: Dados dos puntos cualesquiera, hay una recta que los une.
II: Toda recta se puede prolongar indefinidamente.
III: Se puede trazar una circunferencia con cualquier centro y radio.

2. Geometria Diferencial. 10

IV: Todos los angulos rectos son iguales.
V: Dada una recta y un punto exterior a ella, hay sélo una recta que pase
por el punto y sea paralela a la dada (ver fig. 3).

T L e ! ~

e v F s

]

FIGURA 3. Tres maneras de ver el V postulado de Euclides. En el grafico de la izquierda
vemos que si una recta corta a otras dos de tal manera que los dngulos internos no suman
dos rectos, entonces éstas se cortaran si las prolongamos por el lado en el que los dngulos
sumaban menos de dos rectos. En el centro se ve ilustrada la afirmacién del texto. A la
derecha se comprueba que esto es equivalente a que la suma de los angulos de un tridngulo
es dos rectos.

Pero Cuadrado A comprobd que el V postulado era falso en su mundo.
Podia vivir sobre una esfera —donde NO hay paralelas— o sobre una pseudoesfera
(una superficie con forma de trompeta) —donde hay muchas. La historia de las
geometrias no-euclideas tiene interés por mérito propio. El V postulado habia
dado trabajo a mucha gente: era tan «raro» que intentaban demostrar que
era un teorema, es decir, que se deducia de los otros cuatro, sin éxito. Asi
que Lobachevski y Bolyai estudiaron (mediados del Xi1X) geometrias «sin el
V postuladoy, totalmente coherentes, sélo que distintas a la que tenemos por
intuitiva (ver fig. 4).

Un ejemplo: jSe os ocurre algin tridngulo en el que la suma de los tres
angulos sea tres rectos?

Fue Bernhard Riemann, en la disertacion que dio como parte del examen
de «oposicionesy para ser profesor de universidad, el que estableci6 el aparato
matematico para estudiar cualquier espacio curvo: la geometria diferencial.

2.2. VARIEDADES.

Definimos una variedad como un espacio en el que existe un sistema de
coordenadas y localmente es como R™. Si n = 2 es una superficie, pero nétese
que la vemos como si viviéramos DENTRO de ella y no hacemos hipétesis sobre
la posibilidad de que sea parte de un espacio superior (como la superficie de una
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(o)

FI1GURA 4. Geometrias no euclideas. Sobre la superficie de una esfera los angulos de un
tridngulo suman més de dos rectos, no existiendo ademds ninguna paralela exterior a una
recta (a). En cambio, en la superficie de un paraboloide hiperbdlico podemos trazar infinitas
«rectasy que, pasando por un punto exterior a una dada, no llegan nunca a cortarla (b). En
este caso puede comprobarse que la suma de los dngulos es menor que dos rectos.

esfera es parte de R®). En cada punto de esa variedad tendremos un espacio
tangente, que es plano, y es donde vivirdn y jugardn nuestros tensores (ver
fig. 5).

-t.angcnte

ds(e+0) =\/ %P’d!l"dXd

FicurA 5. Espacio tangente y distancia entre dos puntos.
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Al mogollén de espacios tangentes que nos salen se le suele llamar fibrado
tangente, y su envolvente es la variedad original. Ldégico, ;no? ;Quiénes
son los vectores que viven en los espacios tangentes? Pues son los vectores
tangentes a las curvas que pasan por la variedad. Asi que si, estando en el
punto P, quieres ir al punto Q que estad cerca, sélo tienes que aplicarte sobre ti
mism@ un vector de tu espacio tangente. Ahora introducimos aqui la métrica.
Sea dx* el vectorcito que te tienes que aplicar para llegar a Q. ;A qué distancia
estd Q de nosotros? Bueno... introducimos un tensor métrico en CADA espacio
tangente, de tal manera que dicha distancia es

ds = 1/ gu~v (P)dxrdxY

Integrando esa expresién podemos hallar distancias entre puntos separados no
va infinitesimalmente, sino a distancias finitas. Sea C una curva que vaya de P
a Q con parametro A:

dx* dxY

dC(P’Q) = /C \/gpv(x(}\))ﬁﬁd}\

Un ejemplo concreto: la esfera de radio 1, parametrizada por 0 y ¢ de tal
manera que

x = sin(0) cos(db)
y = sin(0) sin(¢)
z = cos(d)

asf que la distancia entre dos puntos es la heredada del R que la origina:

ox ox 2
2 4.2 2 2 _
ds® =dx” +dy- +dz _<<69>de+<6¢)d¢> +

() ()0
() (2))

ds? = do? + sin?(0)d¢?

y eso equivale a

La métrica es, por tanto, si x' =0y x2 = ¢: g11 = 1, g22 = sin?(0), g12 =
g21 = 0. Asi que la distancia entre los puntos P = (8o, $o) y Q = (61,1) a
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lo largo de una curva C dada: 8(A), (A) (tal que en A = 0 estemos en P y en
A =1 estemos en Q) es

de(P,Q) = /O1 d)\\/<g>z + sen2(8(N)) (Z—i}f

Dados dos puntos (sobre la esfera o en otra variedad) calculad cudl es
el camino de minima distancia, también llamado geodésica. ;Cémo? Pues
aplicad las ecuaciones de Euler-Lagrange:

o0 _ doc
ox  dA ox
. Cudles son las geodésicas en el plano? ;Y sobre la esfera?

Otro ejercicio: ;Bajo qué dngulo se cortan dos curvas en una variedad?
Aplicad el resultado al problema clasico de la «loxodrémicay: hallar la ecuaciéon
de la curva en la esfera que corta siempre a los meridianos bajo un angulo
constante. Es la curva que seguian los barcos en el siglo XV1, ya que la geodésica
era mas dificil de seguir y ésta se parecia lo suficiente en la cercania del Ecuador.

NoOTA: la métrica no tiene por qué ser simétrica en principio, pero siempre
se puede simetrizar sin cambiar la geometria del problema:

g1zdx] dx? + 921 dx?dx' = Wdﬂ dx? +

g12 + 9 ddx]

asi que siempre la supondremos simétrica.
2.3. CONEXION Y DERIVADA COVARIANTE.

Asi tenemos resuelto el problema de, si nos dan una geometria del espacio-
tiempo, hallar las geodésicas, que dijimos que eran las trayectorias que siguen
las particulas. Ahora nos queda el otro problema, la otra mitad de la teoria:
(,Cudl es la métrica del espacio-tiempo?

Para obtenerla atacaremos primero el problema de la conexién o trans-
porte paralelo: en todas las teorias fisicas las ecuaciones de campo implican
derivadas de éstos respecto a la posicién, p.ej. la ley de Gauss: VE = 47mp.
El problema es que la definicién de derivada implica comparacion del valor del
campo en un punto con el valor en el punto vecino. Pero los campos viven en
realidad en el espacio tangente, y el valor del campo en P vive en un espacio

2. Geometria Diferencial. 14

deformacion del

vedor de campo E,
producido por una, carge.,
debido a ko curvaliva,
il fhseco del espacie,
re & wna voriacibn read
de oz fineos de wumpo.

FIGURA 6. La curvatura del espacio deforma las lineas de campo.

distinto que el valor del campo en Q. (ver fig. 6). ;Cémo se pueden comparar
ambos valores?

El truco consiste en inventar un «transporte paraleloy, que lleve el vector
en P paralelamente a si mismo hasta Q. Alli lo comparamos con el valor que
toma el campo en Q, restamos, dividimos entre la distancia que ha recorrido,
tomamos el limite cuando Q — P y ya estd, tendremos una derivada que «se
salta la geometriay. La llamaremos derivada covariante.

Formalizamos. Sean dos puntos P y Q vecinos, separados por un vec-
torcito dxP, que, si bien vive en el espacio tangente, también nos puede servir
para movernos de un punto a otro que esté infinitesimalmente préximo. Y sea
también un vector que vive en el espacio tangente de P: v*. Definimos los
stimbolos de Christoffel qua para que el vector v* de P trasladado a Q sea

V(P — Q) = vH(P) — Thgv*(P)dxP

Podemos pensar en I' como en un «objeto» que, si le das el vectorcito del
traslado (que vivia en el espacio tangente pero sirve para moverse mientras sea
localmente) te da una matriz que, al enchufarla el vector que quieres mover,
te da «menosy» el cambio que sufre dicho vector. Obviamente, ese «menos» es
por conveniencia posterior.

Atn asi hay muchas posibilidades para I" dada una métrica. Para fijar una
imponemos dos condiciones:

a) La conexién ha de preservar el producto escalar: dos vectores que forman
un angulo « en el espacio tangente a P, también formaran ese dngulo « al ser
trasladados a Q.

b) La conexién es simétrica en los dos indices inferiores: es lo mismo
trasladar el vector e; a lo largo de e, que trasladar el e; a lo largo de e;.

Ahora tenemos
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1
Fiﬁ = ng(gyﬁ,a + Joav,p — gccfi,«/)

que es la llamada «conexién métrica». No es la tnica, pero es la mejor, y es la
que impondremos. Después probaremos esta férmula.

NOTA: gvp,« quiere decir 9gpg/0x%*.

OTrRA NoTA: Hay una construccién «pictdricay para ver la conexién
métrica, llamada escalera de Schild. Consiste en dibujar el punto P, el punto
Q y el vectorcito v pinchado en P. Luego unes el extremo del vectorcito con el
punto Q por una geodésica. Hallas el punto medio de esta linea y ahora trazas
una geodésica desde P hasta ese punto, prolongandolo después hasta el doble
de su longitud. El punto al que llegues es el extremo del vectorcito trasladado
a Q (ver fig. 7).

V(™

-%] (b ()

FicuraA 7. Escalera de Schild. Se desea trasladar un vector v de P hasta @. La linea curva
que une estos dos puntos es una geodésica. Unimos mediante otra geodésica el vértice de
v con el punto @, y después trazamos la geodésica desde P hasta el punto medio de dicha
curva. Prolongamos este tramo en el doble de su longitud y tenemos el punto extremo de v
trasladado a Q.

Notad que es el mismo procedimiento por el que trazan paralelas a una
recta cuando sélo tienes una regla marcada. El procedimiento se puede seguir
indefinidamente, y cuando se dibuja aparece la imagen de una escala, de ahi su
nombre.

Ahora damos la definicién formal de derivada covariante:

W(Q)* —v(P = Q)%)
d(P,Q)

Dv(p)*
oxP

= V(P)“;ﬁ = qu_m
y operando queda

v(P)%p =v(P)% p + igv(P)"

Y podemos ampliar la nocién a formas e incluso a tensores con sélo pedir
que «conmute» con la contraccién (suma sobre indices repetidos) y que cumpla
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la regla de Leibniz del producto, ya que un tensor T¢® se transforma como el
producto de dos vectores véw?. Se llega a:

TP =TP, 4+ T, TP, + T8 T*, — 19 T,

Se ve la regla de formacién, ;jno? Tantos sumandos «+» como indices con-
travariantes y tantos «—» como covariantes.

Ahora que tenemos la derivada covariante a punto podemos usarla para
probar la forma de los simbolos de Christoffel: al exigir que se conservasen los
angulos estabamos pidiendo que, a lo largo de una curva,

a DWb

D awb D
(9avv™W?) _ 5 _ Dav q WP+ gapv® du

du du

b Dv
W + Jdab
du
como los vectores v y w estan trasladados paralelamente, su derivada covariante
es cero, y nos queda gab;cv‘lwb = 0 para todo v,w, asi que gqb,c = 0. Pero
como tenemos la expresién para la derivada covariante para tensores: gqb,c =
Ir'd.gav + Fgcgad. Escribimos ahora la misma ecuacion reetiquetando los
indices, pasando de (abc) a (bca) y a (cab). Luego sumamos las dos primeras
ecuaciones y restamos la tercera, obteniendo ZFf}agdb = Jgab,c t 9bc,a —YGca,b-
De aqui despejamos I' y obtenemos la expresién pedida.

NoTA: T, pese a ser un objeto con indices, no es un tensor: se transforma
de manera no-homogénea, es decir, puede ser cero ahora y, al aplicar una trans-
formacion de esas que dejaban invariante la métrica, ser ya no-cero. Tendra su
explicacién fisica en su momento.

Otra manera de ver las geodésicas es decir que son curvas segun las cuales
el vector tangente se transporta paralelamente a s{ mismo. Si xH(s) es la curva,
el vector tangente es dx"/ds, y cuando lo transportas paralelamente a si mismo
un poquito a lo largo de la propia curva su cambio sera

dZxM e dx* dxP B
ds “B ds ds

que es la misma ecuacién que obteniamos con Euler-Lagrange.

2.4. LA CURVATURA DEL ESPAcCIO.

Y llegamos ya al concepto de curvatura, que estdbamos esperando an-
sios@s. Supongamos un vector que parte de un punto dado y lo vamos tras-
ladando paralelamente a si mismo a lo largo de una curva... que termina por
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volver al punto de partida. Es bien posible que, tras tan emocionante viaje, el
vectorcito se sienta algo perturbado y vuelva a casa cambiado. A tod@s nos
afectan los viajes, ;no? Eso es la curvatura: una variedad se dice plana si para
todo camino cerrado los vectorcitos vuelven a casa sin notar el cambio, y es
curvo en cualquier otro caso.

Definimos el tensor de Riemann como aquel que, si le das dos vectorci-
tos pequenitos (de esos que viven en el espacio tangente pero te sirven para
trasladarte en «cercanfasy) te da una matriz que, al enchufarle un vector, te
da su cambio al pasearle por un circuito cerrado que es un paralelogramo que
tiene a los dos vectorcitos del principio por lados. Si los dos vectorcitos son a
y b, serd el traslado por el paralelogramo a, b, —a, —b. ;De acuerdo? (ver fig.
8)

vie))
A(“ v(rP) Am dl.dxa
Viem) 5 /‘/
uﬂ
P u®

Perm R,....av*‘(m dx"dx® + vA(P)
AlvP) =V (P)=Vv(P) = Fi,,...,,vf* dx*dxA

FicuraA 8. Viaje de un vector por el espacio curvo y tensor de Riemann.

Situémonos en R3 por sencillez. Podemos considerar los I' como 3 matrices,
una para trasladar en cada direccidn, y el tensor de Riemann como 6 matrices,
una para cada pareja de indices distintos. Entonces Ry, serd igual al operador
que traslade segtin dx® y, desde alli traslade segiin dx® menos el operador que
haga las dos operaciones en signo contrario (el truco estd en que no conmu-
tan). Son cuatro traslados, y en dos de ellos hay que usar no los simbolos de
Christoffel en el punto original, sino en el punto un poquito trasladado (que
aproximamos a primer orden en Taylor). El resultado es:

RM,qp ="

Y trabajaremos con dos tensores que son promedios sobre éste:

o)
Voo~ Dvep HToalvg —Thpla

— 04
Ruv = R% oy
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tensor de Ricci, sumado sobre « (un cierto «promedio» en Riemann), y el
escalar de curvatura:

R =RV,

donde hemos subido uno de los indices para poder sumar. Este escalar de cur-
vatura es cero solo cuando el espacio es plano, y tiene que ver con la curvatura
de Gauss (que, en una superficie, es el producto de las curvaturas mdxima y
minima).

2.5. IDENTIDADES DE BIANCHI Y TENSOR DE EINSTEIN.

Por 1dltimo vemos las identidades de Bianchi, unas relaciones topoldgi-
cas que seran esenciales en la formulacién de la Teoria General de la Relatividad.

La topologia es més bésica que la geometria. Es, para entendernos, la
geometria de las tiras de goma: las propiedades de los objetos que se conservan
cuando los estiras, deformas, encoges... hagas lo que quieras salvo romper o pe-
gar. Rigurosamente: las propiedades que son invariantes bajo difeomorfismos,
es decir, bajo la actuacién de aplicaciones diferenciables e invertibles (rasgar y
pegar no lo es).

Uno de los teoremas topolégicos mas obvios es «La frontera de una frontera
es ceroy, que se expresa simbdlicamente como 00 = 0. La demostracién la
dejo para vosotr@s, pero un par de argumentos heurfsticos: a) una pelota, su
frontera es una superficie esférica, que a su vez... no tiene frontera; b) un disco,
su frontera es una circunferencia que... no tiene principio ni fin.

Apliquémoslo a un cubo. La superficie del mismo no tiene frontera. Eso
quiere decir que si tomamos las seis caras del cubo y recorremos cada una
tomando como sentido de giro el dado por la mano derecha (con el dedo pulgar
apuntando hacia fuera) las aristas se van «matando» dos a dos.

Aplicacién a nuestro problema de la geometria diferencial. Toma un cubito
y pasea un vector por las seis caras, en el sentido descrito. Cuando vuelve al
punto de partida, a pesar de que haya curvatura, vuelve sin haber cambiado.
Y la razon es que la frontera de una frontera es cero (ver fig. 9).

Si os trabajais lo dicho llegdis (la demostracién es directa y la dejo como
ejercicio) a:

R¥opia + R¥pagp + R¥apip =0
que podemos reescribir como R¥[,p.4 = 0.

Y para terminar simplemente enunciamos que hay un tensor, llamado ten-
sor de Einstein, cuya “divergencia covariante” es cero gracias a la identidad
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() (m) (o) (b)
% e~

v(P) 1 } ®

viP) ] ) |
v(P) d i | v o
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F1aURA 9. Las identidades de Bianchi. Si trasladamos un vector a lo largo de una trayectoria
arbitraria éste volverd algo cambiado si el espacio es curvo (I). En cambio, si le hacemos
recorrer cada uno de los seis circuitos que forman las seis caras de un cubo infinitesimal
(ITa y IIb) el vector vuelve incélume gracias a las identidades de Bianchi, relaciones de tipo
topoldgico que expresan el hecho de que la frontera de una frontera es cero.

de Bianchi: ]
Guy = R”_'\/ — EQHVR

cumple que G'* =

NoTA: a nadie importe que la derivada ; 1 esté arriba: es un indice tenso-
rial, que se puede subir y bajar como los otros.

Prueba (un poco tediosa y no aporta mucho): obviamente, el tensor de Rie-
mann es antisimétrico en los dos tltimos indices: Rf.4 = —Rf 4., Pues tiene sen-
tido de giro. Ahora tomamos la identidad de Bianchi Rocd.e T Rbde:c T Rbecia =
0. Contraemos a con d: Rocae T Rpaeie T Rpec;a = 0. Intercambiamos en el
primer sumando la a de abajo con la ¢ (cambiando el signo): —Ryc.e + Rpesc +

bec;a = 0- Elevamos el by lo contraemos con e: —ng;b + RE;C + R0 = 0.
El tensor de Riemann es simétrico también ante el cambio Rabbc;a = Rb“cb;a,
asi que el tercer sumando se transforma en —Rb“bc;q = —R‘Cl; o Asi tenemos
—2R% 4, + R.c =0, es decir: (R? —1/2R8Y)., = 0, pero 82 = g¥ siempre, pues
g¢ = g%gcep = 88, v ya tenemos el resultado pedido: G, = 0.

3. De la Fisica Plana.

3.1. EL Espacio-TIEMPO DE MINKOWSKI Y LA TEORIA ESPECIAL DE
LA RELATIVIDAD.

La Fisica Clasica plana era una teoria fisica que vivia feliz en un continuo
espacio-temporal de cuatro dimensiones que se llamaba de Minkowski. Las leyes
de aquel reino las habia establecido el que fue su fundador, Albert Einstein,
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alld por el lejano afio de 1905, y estaban tan bien hechas que se deducian de
tan sélo dos principios fundamentales:

1) Las leyes de la Fisica son las mismas en cualquier Sistema de Referencia
(S.R.) inercial.

2) Dados dos eventos separados por un intervalo temporal dt y uno espacial
dr, la cantidad ds? = c?dt? — ||dr||? es la misma desde cualquier S.R. inercial.

A partir de estas dos leyes fundamentales se deducia todo el Cédigo Civil:

Todo es como si el espacio-tiempo de Minkowski fuera un espacio «tipo
Riemann» —de los que velamos en Geometria Diferencial- con una métrica dada
por ds? =, dx*dx" con

1.0 0 0
o -1 0 o0
=10 0 -1 0
0 0 0 I

yx0 =ct,x! =x,x* =y,x3 = zy c = 2/997924662(11)108m/s, es la veloci-
dad de uno de los mas brillantes habitantes de Minkowski, llamado Iuz. A la
magnitud s = | ds lo llamaremos el intervalo.

La primera consecuencia de las leyes establecidas es que la luz tiene la
misma velocidad en cualquier S.R., su intervalo es siempre cero. Pero la maés
importante de las leyes deducidas es esta otra: Ningun tipo de informacion
puede viajar mas rapido que la luz.

(Prueba: demostraremos que, en caso contrario, se violaria la Causalidad
—ya sé, es otro principio que deberiamos haber incluido, pero de verdad os
lo digo: si pusiéramos todos los supuestos tacitos, no tendriamos papel en el
mundo para escribir estas notas. Pues bien, pongamos que yo estoy aqui en
Madrid, pulso un botén e inmediatamente se encienden una luz en Madrid y
otra en Mosci. Una persona a mitad de camino (pongamos en Ulm —Alemania)
verd que ambas se han encendido al tiempo. Pero pongamos que esa persona
se mueve hacia Mosci. Entonces le llegard un pelin antes la luz de Mosct, con
tan buena fortuna que, como la velocidad de la luz es la misma en todo S.R.,
creerfa —y no tendria posibilidad de salir de su error— que fue la luz de Moscu
la que causé la de Madrid, y no al revés. Asi que la transmisién de informacién
més rapida que la luz violarfa el Principio de Causalidad.)

Tomemos ahora dos eventos cualesquiera: A={la caida de la manzana
sobre Newton en su casa de Woolsthorpe alld por 1665} y B={la publicacién del
articulo de Einstein «Sobre la Electrodindmica de los Cuerpos en Movimientoy
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en 1905}. Tomamos sus coordenadas espaciales y temporales, formamos con
ellas el intervalo I(A, B) entre ambos eventos y vemos su signo. Si es positivo
se dice que es tipo tiempo, y entonces una particula viajando més despacio
que la luz puede estar presente en ambos eventos. Si es cero, decimos que es
tipo luz, y entonces sélo un rayo de luz podria conseguirlo. Y si es negativo
entonces es tipo espacio y los dos eventos estan desconectados causalmente:
habria que ir més réapido que la luz para estar presente en los dos, y entonces
se violaria la causalidad. De hecho, si el intervalo fuera tipo espacio, habria
S.R. en los que ambos eventos serian simultdneos, otros en los que A ocurriria
antes que B y otros en los que B ocurrirfa antes que A (ver fig. 10).

)

x

Ficura 10. Espacio-tiempo de Minkowski (a) y movimiento planetario (b). Los eventos
pertenecientes a la zona sombreada estdn causalmente conectados con el origen, definiendo
por tanto un pasado y un futuro absolutos respecto a éste. No asi en la zona sin sombrear,
donde la definicién de pasado y futuro depende del Sistema de Referencia. En (b) se puede
ver la trayectoria espacio-temporal de la Tierra alrededor del Sol.

3.2. LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Esta métrica tendra, como dijimos al hablar de tensores, sus transforma-
ciones invariantes A} —llamadas transformaciones de Lorentz— que dejan
invariante el intervalo: fisicamente son los cambios de S.R, y matemé&ticamente
se obtienen con facilidad. Toda transformacién que no toque el tiempo y rote
las x' es ya una transformacién de Lorentz. Ahora quedémonos sélo con x
y t, de tal forma que el intervalo sea ds? = (dx°)? — (dx')?. Al igual que
las rotaciones usuales conservan la norma euclidea usual, esta nueva norma es
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conservada por estas «rotaciones hiperbdlicasy:

%0 = cosh(0)x° + senh(0)x'
%! = senh(0)x° + cosh(0)x!

que puedes comprobar con facilidad. Si 6 = atanh(v/c), con v la velocidad
del nuevo S.R. respecto al antiguo, ya tienes las transformaciones de Lorentz
en su forma clésica.

De estas transformaciones de Lorentz se ve directamente la contraccion de
longitudes y la dilatacién de tiempos, pues cosh(x) > 1 siempre. Se ve, jno?

3.3. EL TENSOR DE ENERGIA-TENSIONES

Pasamos a contarlo todo sobre el tensor de energia—tensiones. Hay
dos caminos para llegar a él: el «fenomenolégico» y el tedrico, y os propondré
aqui las dos vias:

1.- Via tedrica. La mejor manera de fundamentar una teoria fisica es
siempre la integral de accién, es decir, la lagrangiana £(q, ¢). Si la teoria es
invariante bajo traslacion temporal tenemos el hamiltoniano, que es la energia,
como cantidad conservada: H = pq — L, con p el momento conjugado de g, la
coordenada: p =0L/0q,y q = 9q/0t

Cuando estamos en Mecédnica Clasica tenemos como soluciones funciones
de tipo q(t), pero cuando tenemos una teorfa de campos (ya sea un fluido, el
campo electromagnético o el que quieras) la solucién es ¢(x,y,z,t), que es for-
malmente igual a una «mecdnica con cuatro tiemposy, asi que la generalizacion
de la energia es:

oL
0P,

v la ley de la conservacién de la energia, que antes era dH/dt = 0, pasa a ser
la ecuacién invariante relativista T*, ,, =0

™", =d¢~ —ovL

2.- Via «fenomenoldgica»: tenemos una matriz que es

E px py Pz
px P 0 O
py 0 P O
p. 0 0 P

TV =

%

en cierto sistema de coordenadas. E es la densidad de energia, los px, Py, Pz
son las densidades de momento (pensad en un fluido) y la P es la presién. La
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ecuacién Ty, = 0 son cuatro ecuaciones al mismo tiempo, todas muy obvias:

dE dp
at = VP at = V"

La primera indica que, cuando cambia la densidad de energia en un punto,
es porque hay momento que «huye» de él, y la segunda no es mas que la segunda
ley de Newton disfrazada de lagarterana.

Esta ley de conservacién deberia recordarnos la mas familiar que proviene
de la hidrodindmica (o la conservacién de la carga):

jP— = (pan)jyajZ)

j” :%_Fa]i_‘_a]l_i_%

w9t T x| dy oz "

Para seguir currando en este tema: coge el Feynman II y estudia la formu-
lacién relativista del electromagnetismo, con el cuadrivector potencial (¢, A) y
el «tensor de Faraday» (que contiene los campos eléctrico y magnético en un
solo objeto) y que sale de un «rotacional generalizado» del potencial. A partir
de ahi salen las ecuaciones de Maxwell en una forma especialmente elegante: se
hace una formulacién (mirad el Gravitation) equivalente a la Geometria Difer-
encial: dos de las ecuaciones salen de la identidad de Bianchi y las otras dos
de pedir la conservacion de la carga. No lo comento en més detalle pues se sale
un poco del tema.

4. Las Ecuaciones del Universo

Lo sé, lo sé, es un titulo muy rimbombante y el contenido tendra que estar
a la altura. Veremos qué se puede hacer.

4.1. LA EcuAaciON DE EINSTEIN

Tenemos el tensor energia-tensiones, que se conserva en el espacio- tiempo
plano debido (teorema de Noether) a la invariancia bajo el «grupo de Poincaréy,
que quiere decir que el Universo es el mismo en todas los lugares (invariancia
traslacién espacial: conservacién del momento), en todo tiempo (invariancia
traslacién temporal: conservacion de la energfa), mirado desde cualquier 4ngulo
(invariancia rotacional: se conserva el momento angular) y en cualquier S.R.
inercial (conservacion de cierta generalizacién 4D del momento angular). Todo
eso junto es la ecuacién THY , = 0.
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Ahora pasamos a un espacio-tiempo curvo. ;Qué quiere eso decir?, pues
que las simetrias que hemos expuesto ya no tienen por qué seguir en vigor.
La geometria no tiene por qué ser la misma aqui que en tu casa, ni hoy
que manana... Pero tenemos una derivada que se «saltabay la geometria: la
derivada covariante. Por tanto, si corregimos la ecuacién para que aparezca
como

deberia ser valida, jno? Pero ya no hay simetria que sostenga esta afirmacién...
Ya no tiene por qué. Seria bonito para «cerrar» nuestro marco conceptual...

De acuerdo, ya no hay simetria que nos dé la conservacién del tensor en-
ergia-tensiones, ja quién podremos acudir? Hemos curvado el Universo sin
ninguna consideracion... La propiedad en la que nos basemos tiene que per-
manecer invariante cuando retorzamos el espacio-tiempo. Pero hay una disci-
plina matematica que cumple esa condicién: la Topologia.

Un ejemplo: la cinta de Mobius, ya sabéis, una tira larga de papel que
convertimos en un anillo pero, antes, hacemos un giro de 180° a uno de los
extremos. No entraré en las mil y una cosas divertidas que se pueden hacer
con ese objeto, pero sepdis una cosa: el «twist» que tiene no puede desaparecer
por mucho que dobléis la cinta, mientras no la rompais. Eso es una propiedad
topolégica. Otros ejemplos serfan un nudo de verdad (matemdtico), un toro (no
se puede hacer desaparecer el agujero sin romperlo)... Sobre la aplicabilidad
de la topologia en Fisica se podria hablar durante anos...

Asi que acudimos a esa instancia superior y nos dice: igualad el tensor
THY a alguno que tenga divergencia cero gracias a alguna ley topoldgica. Pero
tenemos el tensor de Einstein, G*Y, cuya divergencia es cero gracias a las
identidades de Bianchi. Eso es lo que queriamos: hacemos

GHY = KT+

(EsA ES LA ECUACION DE EINSTEIN) y ahora la «conservaciény de la
energia, el momento... y todo eso es una propiedad topoldgica, mas fuerte que
una condicién geométrica, pues nos permite deformar el espacio—tiempo a gusto
sin violarla.

Y aqui viene lo mejor: esa ecuacién que hemos propuesto ES REALMENTE
la ecuacion de campo de la gravitaciéon: es un acoplo entre la materia y la
geometria, dictado por la topologia. Mas o menos viene a decir:

Curvatura del Universo o« Densidad de «materiay.
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Esa ecuacién dicta como la materia curva la geometria, pero necesitamos
la otra: cémo la curvatura mueve a la materia. Pero esa ecuacion la tenemos
desde hace tiempo, es la ecuacién geodésica, si «T» es el tiempo propio (que
coincidia con el intervalo):

dixm L dxY dx*

dtr Y% 4r dr

4.2. LA APROXIMACION NEWTONIANA

Ahora habrd que hacer célculos, es inevitable... Tenemos la ecuacién de
FEinstein, de la que atn tenemos que averigiiar cuanto vale la K, y gpor otro
lado tenemos la ecuacién de movimiento de particulas en el espacio-tiempo, la
ecuacién geodésica, que no vemos en qué se puede parecer a la segunda ley de
Newton...

Para averigiiar el valor de las constantes y asegurarnos de la consistencia
de nuestras ecuaciones hacemos el «limite Newtoniano», es decir, supondremos
¢ — 00 y espacio casi plano:

Jpv =MNpv + hp.v

con h, pequenio. Es en el caso de grandes curvaturas cuando la Teoria General
de la Relatividad toma su maximo poder, siendo buena la aproximacién newto-
niana en el caso de espacios poco curvados. Ademds, supondremos estatica la
geometria, pues la gravitacién newtoniana era estdtica (de hecho tenia el prob-
lema siguiente: si desaparece hoy la galaxia de Andrémeda, jcudnto tardaremos
en darnos cuenta por los efectos gravitatorios?).

En gravitaciéon newtoniana, la «equivalente» de la ecuacién de Einstein es
la ecuacién de Poisson, V2 = 4ntGnp y la equivalente de la ecuacién geodésica
es la segunda ley de Newton: d?x'/dt?> = —V. Ese es nuestro objetivo.

Como estamos en la aproximacién no-relativista, |dx/dt| < |dt/dT|, asi
que en la ecuacion geodésica en el segundo sumando sélo importa el término
IS, (dt/ dt)?, siendo despreciables los otros por sélo contar con derivadas re-
specto a T de componentes espaciales.

Sélo calcularemos, por tanto, I'§y. La férmula general para los simbolos
de Christoffel era

1
P;:(f, = zgu (QOW,B + gvp,a — gccfi,v)
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Sustituyendo o« y 3 ambas por cero:

1
Tho = zgw(go»‘o + g+0,0 — 900,v)

Y ahora despreciamos todas las derivadas temporales de la métrica:

1.
ISy ~ —zgmgoo,i

donde se usa el convenio de poner {ndices latinos (i,j...) cuando no pueden
tomar el valor 0 (sélo indices espaciales). Recordamos que g*V era la inversa
de la métrica. Como estamos a primer orden en hy. (espacio casi plano)
subiremos y bajaremos indices no con g, sino con 1, asi que

1 .
Tho ~ —zﬂmhoo,i

y «eso» sblo vale algo cuando p # 0, porque i es espacial, asi que cuando
i = 0, n** = 0 por narices, porque la métrica de Minkowski es diagonal (;se
ve la manera de razonar con tensores?). Y, en este caso, como hemos tomado
el convenio de la métrica + — ——, it = —1.

En aproximacién no-relativista, T ~ ct, asi que

d*xt 1
S L e =0
cZdgz T 2o
Y esto ya Sf se parece a la segunda ley de Newton, si
2¢
hoo ~ ps1

Asi que ya sabemos que, en aproximacién newtoniana, la métrica hay que
interpretarla de esta manera: soélo el coeficiente goo se desvia del valor en el
espacio de Minkowski, y, en lugar de +1, vale gop = 1+ (2d/c?), donde ¢ es
el potencial newtoniano.

Seguimos con los cdlculos. Ahora queremos ver la aproximaciéon newtoni-
ana actuando sobre la ecuacién de Einstein. En este caso, la inica componente
del tensor T*Y que cuenta es la T, puesto que la densidad de energfa es «pc?+
densidad de energia cinéticay, y tanto esta iltima como los momentos o las pre-
siones son despreciables gracias al ¢2. Entonces tenemos Guv =Ry — %Rgm,,
asi que Goo = Roo — %(1 + 2¢/c?)R. Pero

— RH —TH I al K prx M (o3
Roo = R¥00u =T'g, 0 = oo T Faolop — Tl 00
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despreciamos los productos de I' por ser cuadraticos en h . y eliminamos Fgu 0
por llevar derivadas temporales de la métrica. Asi que sélo queda

. 1
Roo ~ —T'go 4 ~ zhoo,ﬁ =V%p/c?

Y ahora el escalar de curvatura:

R = Rﬁ = guvRuV ~ QOOROO ~ vzd)/cz

Asi que
2 12 T2 2
Goo =V d)—EV d)sz ¢ =Kpc

pero como V2¢p = 4nGnp, tenemos que K = 8mGyn/c*. Reescribimos la
ecuacion de Einstein para que dé el limite newtoniano correcto (y se beneficie
de la experiencia que dan 3 siglos de astrofisica):

G 87‘[GN T
w = 1 lpv
c
Esa es la famosa ecuacién de Einstein, una ecuacién altamente no lineal
en derivadas parciales, y, obviamente, nadie suena con una solucién general.

En cuanto a las condiciones iniciales (c.i.) de la ecuacién de Einstein, es
otra vez un problema gordo. Hay toda una formulacién, llamada ADM (por
Adenowitt, Deser y Misner) que pide como c.i. la «3-geometriay (es decir,
la geometria del espacio, a «foto fija») y su ritmo de cambio para darte la
evolucién futura. También hay una formulacién lagrangiana, con su principio
de minima accién. La lagrangiana la obtuvo Hilbert en 1915, y resulta ser... el
escalar de curvatura:

S= / Ly/gd*x = / Ry/gd*x

donde se ha anadido /g pues es el jacobiano por integrar en un espacio-tiempo
curvo.

Habréis quizéas oido hablar de un cierto parametro cosmoldgico: la versiéon
que Einstein dio en principio de sus ecuaciones fue G,v +Aguy = T,n. Cumple
igual de bien que THY,, =0, pues g,~;« = 0. Pero, ;por qué lo puso? Cuando
lleguemos a la parte de Cosmologia veremos que estas ecuaciones, cuando se
intentan aplicar al Universo como un todo, nos dan la imposibilidad de que éste
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sea estatico... salvo que se anada este término. Anos después, cuando Hubble
encontro la recesion de las galaxias, Einstein llamé al pardmetro cosmolégico
(A) el mayor fiasco de su vida. Aun as{ hoy tiene aplicaciones al estudiar, por
ejemplo, la era de la inflacién.

Formulaciones de la Teoria General de la Relatividad hay muchas. Las
hay que prescinden de la interpretacién geométrica de la gravitacion y tratan a
la teoria como una especie de electromagnetismo complicado. Incluso Kaluza
y Klein encontraron una manera de obtener el electromagnetismo de las ecua-
ciones de Einstein, con s6lo suponer que el espacio-tiempo tiene 5 dimensiones...
Hay ademaés otras teorias alternativas de la gravitacién, la mayoria ya descar-
tadas por los experimentos, todas menos elegantes que la T.G.R., pero que
no se desechan porque hay un problema en pie, que resiste a las mentes mas
incisivas: la cuantizacién de la Gravedad.

5. Solucién de Schwarzschild y Agujeros Negros
5.1. LA SOLUCION DE SCHWARZSCHILD

Al ano de haber publicado las ecuaciones aparecié la primera solucién.
La dio un fisico aleméan llamado Karl Schwarzschild que habia sido herido en
batalla (era la Primera Guera Mundial) y murié poco tiempo después (no
mucho tiempo después fue cuando los militares se dieron cuenta de que los
fisicos tenfan mas utilidades que como carne de canoén, pero esa es otra historia
y serd contada en otro lugar).

Schwarzschild quiso obtener el equivalente al problema de Kepler para la
T.G.R., asi que supuso:

a) Simetria esférica (Sol esférico).
b) Geometria estatica (Sol quieto, sin manchas ni nada).
¢) Espacio-tiempo vacio (salvo en el origen de coordenadas, donde estaba

el Sol).
d) Espacio asintéticamente plano (muy lejos del Sol, no hay gravedad).

En coordenadas esféricas el elemento de linea (métrica) para el espacio-
tiempo plano es:

ds? = c?dt? — dr? — r?(d6? + sen’0d?)

y el resto de los elementos nulos, asi que la forma mas sensata para la métrica
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serd la dada por:

ds® = A(r)c?dt? — B(r)dr* — 1*(d6? + sen’0dd?)
0, lo que es lo mismo,

goo = A(T), g11 = —B(r), g22 = —1%, g33 = —1>sen’0

y conservamos la forma «plana» en 0 y ¢ para conservar la simetria esférica.
Ahora «metemos» esa forma de la métrica en las ecuaciones de Einstein y
obtenemos:

NoTA: los siguientes calculos son tediosos y poco esclarecedores. Puedes

saltartelos sin remordimientos de conciencia y seguir leyendo después.

a) Simbolos de Christoffel: segiin un proceso tedioso pero directo sustitui-
mos en las férmulas las tnicas derivadas no nulas de la métrica:

goo,1 = A, g1 =-B, 022,1 = —2r

g33,1 = —2r sin? 0, 0332 = —r? sinBcos 0.

y, como la métrica es diagonal, su inversa es simplemente tomar los inversos de
los elementos de la diagonal:

1
900 = ]/A(T)» 911 = 7]/8(1‘)) gzz = 71/1‘2) 933 = - 2 a2

T4 8in” 6
asi que, mediante simple sustitucién en la férmula para los simbolos de Christof-
fel, obtenemos (jprueba a hacerlo!) los tnicos elementos no nulos (A’,B’ :
dA/dr,dB/dr):

g, =A’/2A Iy, =A’/2B rl, =B'/2B
r}, =-r/B Il =—rsin9/B I3 =1/r
I'3; = —sinBcosH I'3, = cotan® 3, =1/r

Como ejemplo calcularé el 1"81 en detalle:

1
I'ge = zgad(gbd,c + Jed,b — Jbe,d)

y hacemos a=0,b=0,c =1y d=0,1,2,3:

I8 = 5 [9°(goo,1 + g10,0 — go1,0) +9°' (go1,1 + 91,0 — go1,1)+

Ny

+9%2(go2,1 + 912,0 — go1,2) + 9% (9031 + 913,0 — 9o1,3)]

En esta férmula un montén de términos son cero: de hecho todos los que lleven
dab con a # b. Nos queda, tras sustituir:
1 1 0A(r)
Iy, = g% =t =A/2A.
01 =759 9001 = 525 /
.De acuerdo? En general, para métrica diagonal, se cumple que los tnicos
simbolos de Christoffel no nulos son:

%p = 39%“Jaa,p  Para cualquier par «, B
Np = —39%0pp.a Sl F£P

b) Ahora nos percatamos de que, cuando el espacio-tiempo es plano, no
sélo G,v = 0, sino que Ry, = 0. Calculamos las componentes del tensor de

Ricci de la misma manera: hago uno en detalle y os pongo el resultado de los
demas:

— pc _1T°C c c d c d
Rap = Racb - Fab,c - Fac,b =+ chFab - deac

es la formula general. Concretaremos para a =b = 0:

_ 1TC [ c d c d
Roo =160 c = T'6c,0 t Tacl'oo — T'aol'oc

donde ¢, d van sumados sobre 0, 1, 2, 3. Por una vez, y sin que sirva de
precedente, vamos a expandir esa expresién del todo:

Roo = F80,0 + F<1>o,1 + Féo,z + Fgo,s - F80,0 -Ty 0~ F%z,o - ng,o
+T06T80 + T0T00 + T96T80 + T'S0T30 + T'o1T00 + 11100 + 21130 + 31130
+T5:180 + TT2000 + T'5:150 + 13,180 + 133180 + T33T00 + 33160 + 33180
—T8oI'80 = ToT00 — T30 = FSoT30 — TooT01 — T1olo1 — F20T51 — T30T3
—T5oT02 = TTolo2 — T30l'2 — T30l%2 — To0l03 — Iolos — I30T55 — [30T03

Nos quedamos sélo con los términos no nulos:

Roo :Fg)oj + 190000 + T11T00 + M2T00 + 33000 — Tfol0 — [ool'0y
:F(])O‘l + T3 T80 + T12T00 + T33T00 — MoT00
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sustituyendo los valores de los simbolos de Christoffel y sacando factor comun

el T}y,
R —_ i/ /+i/ 114_14_1 i/
°0 =\ 2B 2B\2B v v 2A

Operando llegamos a la forma mé&s conveniente:

A// AI (A/ Bl> A/

Roo = —— — = i
=98 4B B

A+B

Los demés elementos no nulos son los diagonales:

A// A/ A/ B/ B/
Rii=—+— | — 4+ — il
! 2A+4A<A+B)+r8
1 r (A’ B
Rp=—o+1-0l5 % R33 = R22sin® 0
22 B+ B (A B) 33 2281

y esos cuatro bichos son cero. Los demés elementos de R, también, pero de
forma trivial. Multiplicamos la Rpg por B/A y la sumamos a Ry, obteniendo
A’/A 4+ B’/B = 0, asf que tenemos A’B 4+ B’A = 0, que implica que AB =cte.,
que asimilamos a c? por las condiciones de contorno (espacio asintéticamente
plano). Metemos ahora B = c?/A en la ecuacién de anulacién de Ry, y tenemos
A + 1A’ = c? 0 bien d(rA)/dr = c?, e integrando obtenemos TA = c?(r + k),
con k constante de integracion. Ya tenemos la solucién:

A(r) =c*(1+k/1),B(r) = (1 +k/r)""

Como en el limite newtoniano A(r) ~ 1+ 2¢/c?, podemos decir que para una
masa puntual ¢p(r) = —~GM/7, asi que k = —2GM/c? y

-1
as2 = 2 (1-25MY g2 (12 28MY e 2 (de2 +sin? edq>2)
c2r c2r

es la métrica cerca de una masa puntual, el llamado espacio-tiempo de
Schwarzschild (jAl fin!).

5.2. CONTENIDO Fisico DE LA SOLUCION DE SCHWARZSCHILD

Entramos en la explicacién del significado de la soluciéon obtenida. Ante
todo notamos que las variables v y t no pueden mantener el significado que

5. Solucién de Schwarzschild y Agujeros Negros 32

tenfan en el espacio-tiempo plano. Por ejemplo, la r ya no mide distancias: la
distancia (a igualdad de dngulos y de tiempos) de dos puntos con distinto r no
es Ar, sino mayor: una integral:

T2
[
- ceT

,qué es entonces la «coordenada radial»?

Pues la pista nos la da el ver la parte angular de la métrica: r2(d6? +
sin? 0dd). Si tomamos, a un tiempo dado, el conjunto de puntos con coorde-
nada radial rg, resulta que forman una “esfera” que rodea al Sol, con superficie
47t(19)?. La distancia de cualquiera de esos puntos al Sol NO es r (de hecho
podéis comprobar que es o), y el volumen encerrado NO es %W(To)s . Asi
podemos hacernos una idea de la geometria espacial de Schwarzschild donde
hemos obviado el angulo 0: las distancias segiin la radial se miden sobre la
superficie curva, pero con coordenada radial dada por la distancia al origen en
la superficie plana, que ademéds nos da las longitudes de las circunferencias (y
areas de esferas) correctamente (ver fig. 11).

proyeccidn sobre un planc 1T

FIiGUurA 10. Distancias en la métrica de Schwarzschild.

También en tiempos tenemos un fenémeno curioso: el coeficiente que
acompana a dt es tanto mas pequeno cuanto més cerca estemos de la masa
central. Eso quiere decir que el intervalo temporal medido entre dos eventos es
mas corto cuando estds dentro de un campo gravitatorio. Como consecuencia,
si yo (que estoy en el espacio exterior) veo que un determinado neutrén ha
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tardado en desintegrarse 15 minutos, una persona que estd pegada en la su-
perficie de un pulsar puede llegar a creer que ha tardado sélo 5 minutos. Este
efecto (menos dramdtico por haberse hecho en la Tierra) ha sido comprobado
experimentalmente con relojes atémicos...

5.3. MOVIMIENTO EN EL ESPACIO-TIEMPO DE SCHWARZSCHILD

Ahora tenemos que escribirnos la ecuacién geodésica y resolverla, para
estudiar como es el movimiento planetario, y ver cudles son las discrepancias
con el modelo newtoniano. Aconsejo en este punto a todo el mundo que repase
la solucion del problema de Kepler en el caso newtoniano, porque el proceso se
va a parecer mucho.

Podemos decir que tenemos una lagrangiana:

L£=c*(1-2GM/c*r)i? — (1 — 2GM/c?r)i? — 2 ¢?

(hemos puesto ya 8 = 7/2 para simplificar y las derivadas son respecto al
tiempo propio). La ecuacién geodésica es la ecuacién de Euler-Lagrange de
esta lagrangiana. Por ejemplo, la ecuacién radial es (hacemos m = GM/c?):

(1 =2m/r) "% + m/r? 2 — (1 = 2m/r) " 2m/r?#?2 —vdp? = 0

Como la lagrangiana no depende explicitamente de t ni de ¢ tenemos dos
cantidades conservadas, sus momentos conjugados (recordamos que el momento
conjugado de q es 9£/9(), que son (debido al teorema de Emmy Noether)
respectivamente energia y momento angular:

k= (1 2m/n)i, h =12

Pero tenemos también la ecuacién definidora del tiempo propio (una ecuacién
«tipo conservacion de la energiay):

c2(1 —2m/m)t? — (1 = 2m/r) 1% — 2 p? = ¢?

si, es la lagrangiana, que se conserva en este caso, como es logico, pues es TODA
CINETICA... En esta ecuacién sustituimos t y ¢ por las cantidades conservadas
que tenemos y depués sustituimos las derivadas respecto al tiempo propio de r
por derivadas respecto a ¢ (igual que se hace en el problema de Kepler):

(dr/dd)? + 2 (1 + c2r2/m2)(1 — 2m/r) — 2k*r* /h? = 0

Hacemos u = 1/r y obtenemos:
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du ’ +u? =E+ ZGMu—i— ZGMu3
déo N h2 c2

Es igual que la ecuacién de Binet (la newtoniana) salvo por el dltimo término
en u3. Es como si sélo hubiera cambiado el potencial efectivo, apareciendo un
término cibico (ver fig. 12).

Vir

IRg \_.__/— r

F1GURA 12. Potencial de Einstein.

Este término cubico se trata por teoria de perturbaciones segiin el método
de Lindstedt (usual en astronomia) y sacamos (a primer orden) la precesién en
los perihelios de los planetas. Esta precesién resulta ser

Acp:SGMn <1_+l)

C2 ™ T2

donde 17 y 72 son las coordenadas radiales del afelio y del perihelio. Obvi-
amente, la mayor correccién es sobre Mercurio, y da unos 43” de arco por
siglo. Esta correccién era conocida de los astrénomos del siglo pasado, pero no
tenian una explicacién para ella, llegando incluso a postular la existencia de un
pequeno planeta mas cerca del Sol, al que bautizaron como Vulcano.

Otro problema es el de la deflexién de la luz al pasar cerca del Sol. Como
también sigue geodésicas, se desviard, y podemos calcular la diferencia entre
el angulo que llevaba antes y el que lleva después de pasar cerca del Sol. Este
efecto hace que las imagenes de las estrellas aparezcan desplazadas respecto a
sus «posiciones verdaderasy, pero es tan pequeno que sélo se puede medir bien
cuando hay un eclipse de Sol. En este caso miramos a las estrellas que estan
cerca del mismo y vemos que sus posiciones no concuerdan con las que tenian
cuando estaban lejos del Sol... (ver fig. 13)
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posicidn aparente

i

%t
/ : “-

e Sl

A

F1curA 13. Desviacién gravitacional de la luz.

Para este problema no valen los cédlculos que hicimos en la secciéon anterior.
Por qué? Pues porque los fotones tienen dt = 0, y el tiempo propio ya no
es un buen parametro para las lineas geodésicas. Introducimos cualquier otro
pardmetro para esas curvas (por ejemplo, le llamamos A) y tenemos

(1 =2m/m)t2 — (1 =2m/r) 2 =2 p? =0

igualado a 0 en lugar de a c? por ser geodésica nula (dt = 0). Ahora la ecuacién
de Binet ha cambiado:

2
du 5 2GM ;4
— u =F4+——u
(&) +v=r+ 2

donde F = ¢?k?/h?. Puedes comprobar que si hacemos M = 0 tenemos una
solucién en linea recta. Pero al ser M # 0 tenemos que adaptarnos, asi que

haremos u = ug sin ¢ + v, donde v es pequeno. Obtenemos como ecuacion
para v (a primer orden):

1
v= zué(] + cos?d — send) + A cosd

Imponiendo como condicién inicial que el fotén venga de infinito en la direccién

¢ = 0 entonces A = —ué, asi, cuando u — 0 obtenemos una desviacién de
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4GM/(roc?), donde 19 es la distancia miima del Sol a la que llegé a pasar.
Para el Sol tendriamos unos 1.75” de arco. Haciendo ciertas salvedades ex-
perimentales, ese valor fue medido por Eddington en 1917, dando la primera
confirmacién experimental de la T.G.R.

5.4. AGUJEROS NEGROS

Echad otro vistazo a la métrica de Schwarzschild. ;Qué ocurre cuando
T =2GM/c?? Pues el coeficiente de t se hace cero y el de T se hace infinito...
Y una vez “dentro” de ese valor, la coordenada que lleva el signo + es la espacial
T,y la que va con el signo — es la temporal, t (ver fig. 14).

Ya lo habia predicho Laplace en el siglo XVIII: si una estrella fuera tan
densa como para que su velocidad de escape fuera mayor que la de la luz, no
podriamos verla. Pero, jqué es lo que pasa con la teoria? jno es aplicable al
Sol, por ejemplo? Bueno, bueno... resulta que el radio del Sol es mucho mayor
que el valor que da problemas (que, por cierto, se llama radio de Schwarzschild
Ts): unos 3 km, y para la Tierra unos 9 mm. Como dentro del objeto no
vale la solucién de Schwarzschild (podéis comprobar que dentro de la Tierra el
potencial va, en lugar de con 1/r, con 12, asf que una particula dejada caer en
un tinel que pasase por el centro de la Tierra harfa un movimiento oscilatorio)
tenemos que para estrellas normales la singularidad no existe.

Pero podria haber objetos para los que la densidad fuera tan grande que
existiese la singularidad. En teoria de la evolucién estelar, si la masa original de
la estrella es suficientemente grande, podria, al agotar su combustible, colapsar
hasta formar una bola con radio menor que su radio de Schwarzschild: un
agujero negro (en terminologia de Wheeler; los rusos las llamaron «estrellas
congeladasy», que suena mejor).

(Qué ocurriria a una particula que cayera en un agujero negro? Si hacéis
las cuentas (y ya sabéis hacerlas) ella cae (tiempo propio) a la singularidad
central en un tiempo finito, pero nosotros, que estamos fuera, la vemos caer en
un tiempo infinito. Eso implica que veremos que se pega a la «pared» de la
estrella (a la esfera con radio el de Schwarzschild, que se llama «horizonte de
sucesos») y se queda congelada. Como la energfa luminosa que envié es finita,
veremos simplemente que se va apagando.

De hecho, al colapsar una estrella, nosotros nunca veriamos terminado el
colapso, sino que una «céscara» de materia se pega al horizonte de sucesos y se
va difuminando. Estoy despreciando efectos como que dicho horizonte crezca al
caer materia realmente en él, porque nuestro agujero negro es estatico. De todas
maneras, los modelos dindmicos de agujeros negros (como el de Oppenheimer y
Snyder) dan la misma solucién (colapso en tiempo propio finito, pero en tiempo
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FI1GURA 14. Agujero negro y horizonte de sucesos (a). Ejes espacio-temporales en un agujero

negro (b). Las flechas indican la direccién temporal de los ejes coordenados locales y las aspas

figuran como los conos de luz.

infinito para un observador externo).

Nada puede escapar de un agujero negro, porque para hacerlo tendria que
viajar mas deprisa que la luz. Asi que el area del agujero crece y crece, a
medida que se pierde informacién dentro de él. Por eso se dice que el drea es
medida de la entropia de un agujero negro.

Stephen Hawking, sin embargo, ha dado un argumento por el que los
agujeros negros deberian devolvernos materia ademds de chuparla. Segun la
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teoria cuantica de campos, cerca de un campo intenso hay probabilidad de que
se formen pares particula-antiparticula, por ejemplo un par electréon-positrén, a
costa de la energfa del campo (pero de forma virtual, volviéndose a destruir en
un tiempo muy pequeno, compatible con la relacién de indeterminaciéon enegia-
tiempo). Imaginemos que el positrén cae en el agujero negro, y que el electrén
no tiene ya con quien volverse a destruir, asi que escapa y llega a nosotros (ver
fig. 15). ;De dénde vienen su masa y su carga? Pues han salido del agujero
negro, que ahora tiene un poco menos de campo gravitatorio (y, por tanto, es
como si hubiera adelgazado, de hecho ha perdido masa). Sélo una objecién: no
sabemos nada sobre la teoria cudntica de la gravedad, asi que esto no pasa de
ser mera especulacion.

horigorte

slarior del\& ¢ de sucesos
usujera

ﬂGgl"D

creotion de

eu‘ .

FIGURA 15. Evaporacién de un agujero negro.

Asimismo es sélo especulacién, pero también divertida, la idea de agujero
de gusano. Supongamos que consideramos la variacién en el intervalo (tiempo
propio) segin nos acercamos por una radial. Es «como si» viviéramos en una
superficie de revolucién dada por una ecuacién z(r), donde z vendrd dada por

la ecuacion:
ds? = dr? + % ’ dr? = |1+ E dr?
B or o or2

y eso lo igualamos a (1 — 2m/r)~'. La solucién de esa ecuacién diferencial
es z2(r) = 8m(r — 2m)... que es un paraboloide, el paso a través del radio
de Schwarzschild es como el paso de una hoja a otra de una superficie de
Riemann. Méas o menos esa solucion viene a decir que cuando pasas del radio
de Schwarzschild no caes en un pozo sin retorno ni nada por el estilo, sino
que pasas a un «mundo a través del espejo», equivalente al mundo de donde
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saliste (ver fig. 16). Podria ser otro Universo, o bien otra parte de tu mismo
Universo... Chi lo sa?

ogujere negro

FI1GURA 16. Agujero de gusano.
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