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La Ecuacién de Segundo Grado.
1. UN PROBLEMA CON SUMA Y PRODUCTO.

Cuentan las crénicas de un labriego que tenia un hermoso campo rectan-
gular en el que planté repollos. Plantaba un repollo por cada yarda cuadrada
porque asi le crecian més jugosas, y recogié 24 repollos. Rodeé el campo con
chopos, separados una yarda, y necesité 20 chopos. ;Cémo era de grande el
campo?

El problema puede resolverse a ojo de buen cubero (jcudnto mide el
campo?). Pero vamos a suponer que somos cortitos y lo haremos por el método
lento. Las ventajas las veremos al final.

El problema viene a decir que el drea del campo es 24 (yardas cuadradas,
sea lo que sea eso) y el perimetro 20 (yardas). Como el campo es rectangular,
llamamos x al ancho e y al largo del campo. El perimetro serd 2x + 2y y el
area es xy. Asf:

xy =24
2x+2y =20

Notad que este sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas no puede re-
solverse por las técnicas matriciales, porque la primera ecuacién contiene el
producto xy. Tendremos que recurrir a los viejos métodos.

Tomamos la segunda ecuacién y la simplificamos: x +y = 10. Ahora
despejamos (por ejemplo) la y: y = 10 — x. Metemos esto en la primera
ecuacion (xy = 24):

x(10 —x) =24

Resolvemos el paréntesis (x por 10 menos x por x):

10x —x*> =24 — x2 —10x+24 =0

Esta ecuacién tiene una x?, asi que no se puede resolver a lo loco. Se llama
una ecuacion de seqgundo grado. Fijémonos despacio en ella. Estamos buscando
un par de nimeros cuyo producto es 24 y cuya suma es 10 (la segunda ecuacién
simplificada). Y nos aparece la ecuacién x> — 10x 4+ 24 = 0. ;Casualidad?
Veamos.
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Supongamos que queremos una ecuacion que tenga solucién 2. La més
simple es x = 2, o0 bien x — 2 = 0. Ahora supongamos que queremos que la
ecuacion tenga dos soluciones: 2 y 5. Entonces podemos probar con

(x —2)(x —5) =0

i Por qué? Facil. Six = 2 entonces el primer término del producto es nulo.
Si x =5, lo es el segundo. Da igual cudl sea el valor del otro paréntesis, en los
dos casos el producto total es cero. ;Se ve?

Ahora vamos a hacer el producto (x—2)(x—>5) en detalle. Acordaos: todos
con todos:

x? —2x—5x+2-5 — x? —7x+10

Comenzamos a pensar que no era casualidad. Pongamos letras en lugar

de numeros. La ecuacién que tiene por soluciones a y b es:

(x—a)(x—b)=0

Por tanto,

x* —(a+bx+ab=0

Demostrado: una ecuacién de la forma x? —5x +6 = 0 tiene por soluciones
los dos niimeros cuya suma es 5 y cuyo producto es 6. jSabes cudles son?
. Podrias comprobar que es cierto?

E1. Escribe una ecuacién cuyas soluciones sean 4 y 2 y otra en la que las
soluciones sean 4 y —2.

E2. ;Qué puedes decir sobre las soluciones de x? — 7x — 12 = 0 tan sélo
echando un vistazo a los signos de los términos?

E3. Prueba a escribir una ecuacién que tenga por soluciones 1, 2 y 3.

E4. Obtén una ecuacién que tenga tres soluciones: x =a,x =b y x =c.
Obtén todas las conclusiones que puedas.

2. LA SoLuciON DE LA EcUACION DE SEGUNDO GRADO.

Hay muchas maneras de encontrar la solucién de la ecuacion de segundo
grado. Vamos a daros la mds sencilla y elegante (pa chulos, nosotros).



Primero tenemos que recordar (seguro que os las sabéis) el cuadrado de la
suma y el de la diferencia:

(a+b)? = a? +b? + 2ab
(a —b)? = a? + b% — 2ab

De aqui podemos sacar una férmula que también es muy tutil. Si restamos
el cuadrado de la suma y el de la resta tenemos:

(a+b)?—(a—b)? = [a® + b +2ab] — [a® + b — 2ab] = 2ab — (—2ab) = 4ab
iQué facill ;A que si? Cambiando cosas de orden tenemos:

(a —b)? = (a+b)? —4ab

Por tanto, para obtener el cuadrado de la resta, tomamos el cuadrado de
la suma y le restamos cuatro veces el producto de los dos nimeros. Pero...
jpara qué narices sirve esto?

Pues tomemos el problema de antes. Tenemos dos niimeros cuya suma es
10. Por tanto, el cuadrado de la suma de los dos ntimeros es 100, jno? Pero el
producto es 24, asi que aplicamos la formula de antes:

«El cuadrado de la resta es igual al cuadrado de la suma menos cuatro
veces el producto»
y tenemos que el cuadrado de la resta es

(a—b)2=100—-4-24=100—-96 =4

La resta de los dos nimeros es V4, es decir: puede ser +2 6 —2. Ya
estamos a punto de obtener nuestra solucion.

Tomemos la suma y la resta de los dos nimeros. ;Qué tengo?

(a+b)+(a—b)=2a

iEl doble de una de las soluciones! Ya lo tenemos. Tomemos como resta
el valor +2. La «sumay» més la «resta» me da:

10+2=12
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Asi, 12 es el doble de una de las soluciones: 6 jChanannnn!

.Y la otra? Tomemos la «otra posible resta»: —2. Entonces «sumay mas
«restay es:

104+ (-2)=38

Ahora la otra solucién es la mitad de ese nimero: 8/2 = 4. Precioso, ja
que si?

Comprobare: 6 +4 =10y 6-4 = 24. Como queriamos demostrar. (;A
que mola?)

E5. Ahora prueba ti. Encuentra, de la misma manera, la solucién de la
ecuacién x? — 5x + 6 = 0.

Ahora vamos a trabajarnos la demostracion general para cualquier ecua-
cién. Sea una ecuacién de segundo grado cualquiera ax?4bx+c = 0. Dividimos
todo por a para tener una ecuaciéon como las nuestras:

x* 4 (b/a)x + (c/a) = 0

Es decir: la suma es —(b/a) y el producto, (c¢/a). El cuadrado de la suma
es (b%/a?) (el signo se va). Le resto cuatro veces el producto para tener el
cuadrado de la resta:

b2 e _b?  jca b’-—dac
a? a a? a2  a?

Por tanto, la resta valdra lo que valga la raiz cuadrada de eso:

b2 —4ac +vb? —4ac
Resta = + ) = .

Ahora sumamos la «sumay y la «restay:

(_E) N +vbZ —4ac  —bE+Vb? —4ac
a

a a

Esto lo tenemos que dividir por dos y tenemos la solucién:

‘e —b++vb2 —4ac
o 2a

iChandnnn! Ya esta.



Para celebrarlo, nos tomamos unas caias y resolvemos unas cuantas ecua-
ciones (jalegrial):

E6. Resuelve: x> —7x +10 =0, x%+10x — 25 = 0 (para coger onda).

E7. La suma de dos nimeros es 15 y el producto es 56. ;Cudles son esos
nimeros?

E8. La resta de dos ntimeros es 2 y el producto es 35. ;Cudles son esos
nimeros?

E9. Resuelve (a simple vista no son ecuaciones de segundo grado, pero
puedes convertirlas en ellas con algo de cuidado): x +x~1 =2, 2% 422% = 20,
x* —13x% +36 = 0.

E10. Un grupo de zampabollos se quiere comer 60 bollos. Cuando ya se
estaban relamiendo entraron otros tres zampabollos, y uno de ellos exclamé:
«jOh, no! Ahora tocaremos a uno menos...» jCuédntos zampabollos habia?

E11. Un sufrido labriego tiene bueyes que comen la misma cantidad de
pienso todos los dias. Si vendiese 15 bueyes, el pienso le duraria 3 dias més,
mientras que si comprase 25 bueyes el pienso le duraria 3 dias menos. ;Cuantos
bueyes tiene?

E12. Dos grifos llenan juntos un depdsito en 12 minutos. Uno de ellos,
solo, tarda diez minutos menos que el otro en llenar el mismo depésito. ;Cudnto
tarda cada uno por separado?

E13. Calcula, sin dibujar y sin usar ninguna férmula enlatada, dénde
estara el vértice de la pardbola y = x? — 5x + 6.

E14. Calcula la férmula general para la posicién del vértice de la pardbola
y=ax’+bx+c.



