Repaso de Geometria Plana.

CONTENIDOS:

— Vectores en el plano (componentes, médulo, direccién, paralelismo, suma, vector unitario, desigualdad
triangular, bases, producto escalar, ortogonalidad, proyeccién ortogonal).

— Rectas y circunferencias en el plano (ecuaciones de la recta, ecuacién de la circunferencia, distancia
de un punto a una recta).

Vectores en el plano.

Supongamos que quisieras explicar a alguien dénde estd un determinado objeto dentro de tu habitacién.
Lo normal es que le des puntos de referencia etiquetados mediante un nombre (a la derecha del armario,
entre todos los calcetines sucios, etc.). Pero ahora supén que es un robot a quien tienes que explicar dénde
has guardado las zapatillas para que te las traiga al sofa. El robot nada sabe de calcetines ni armarios, asi
que le tendras que dar unas coordenadas:

— jC3PO! Traeme el objeto que estd en las coordenadas (2,3) en mi habitacién!

Cuadl no sera tu sorpresa cuando el obediente robot te traiga el osito de peluche de tu hermana. ;Expli-
cacién? El sistema de coordenadas del pobre robot no coincide con el tuyo. Pero... jqué es un sistema de
coordenadas?

Alguien tuvo la gloriosa idea, alld por el siglo XVII, de asociar niimeros en lugar de nombres con los
sitios. El tal René Descartes, pensando seguramente en la mejor forma de dar érdenes a los robots, pensé
en especificar cada punto mediante su distancia a dos paredes que fueran perpendiculares entre si. Como,
por ejemplo, en la figura siguiente:

Ficura 1.

Por tanto, un punto queda especificado por un par ordenado de ntmeros, como P = (3,4) 6 Q =
(=5,—-1). {Ojo! Ese par de ntimeros representa un punto desde un sistema de referencia dado. Un sistema
de referencia estd formado por dos rectas (perpendiculares normalmente) que se cortan en un punto, llamado
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el origen de coordenadas. Si no nos ponemos de acuerdo en el sistema de referencia, no nos sirve de nada
todo lo demés. Seguramente eso es lo que le pasé al pobre robot.

Ejemplo. Considera dos sistemas de coordenadas distintos, como en la figura, mi sistema (el de trazo
continuo) y el del robot (trazo discontinuo).

FIGUura 2.

Supongamos que me informan de que el sistema de referencia de mi robot tiene su origen en el punto
que yo llamo (3,4). Si quiero que me traiga las zapatillas, que desde mi S.R. estdn en el punto (—T,2),
;donde le tengo que decir que vaya?

Pues este problema (eminentemente practico para todo aquél que tenga robots en su servicio doméstico)
puedo resolverlo diciendole que vaya primero a MI origen de coordenadas, que serd su punto (—3,—4), y
luego se desplace al (—1,2) desde alli.

Pero parece un poco tonto que dé tanta vuelta. ;No podria ir directamente? Claro que si: tiene que
andar 3 hacia la izquierda y 4 hacia abajo para llegar a mi origen de coordenadas, y luego tiene que andar
1 hacia la izquierda y 2 hacia arriba para llegar a las zapatillas. En total, debe recorrer 3 + 1 = 4 hacia la
izquierda y 4 — 2 = 2 hacia abajo, jno? Dicho en otras palabras, tiene que ir al punto (—4, —2).

Por eso se inventé la suma de vectores: (=3, —4)+(—1,2) = (—4, —2). Si entendemos los vectores como
“6rdenes de movimiento” (muévete X a la derecha e Y hacia arriba), entonces la suma de vectores tiene un
sentido muy facil: muévete segun el primero de los dos vectores y después segun el otro.

Geométricamente, la suma de vectores es muy facil de interpretar:

Y

a+b b

Sélo debes poner un vector sobre el final del otro y dibujar el que resulta de unir el inicio del primero con
el final del ultimo. Es lo mismo que considerar el realizar las dos 6rdenes de movimiento consecutivamente.

Légicamente, el multiplicar a las dos componentes de un vector por un mismo numero lo acorta o lo
alarga en la proporcién apropiada, sin mas. Multiplicarlo por un nimero negativo, le cambia ademas el
sentido (si iba hacia el NE, pues al SO).

Unas cuantas definiciones concernientes a los vectores:
— Un sistema de referencia o sistema de coordenadas del plano consiste en un punto de éste junto con
dos ejes, etiquetados X e Y, normalmente perpendiculares entre si.
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— Un vector en el plano es un par ordenado de nimeros, llamados componentes. Puede simbolizar:

* Un punto. En este caso la primera componente es la distancia al eje Y y el segundo la distancia al eje
X.

* Una orden de movimiento. En este caso la primera componente indica la distancia a moverse hacia la
derecha (en el eje X y la segunda la distancia a moverse hacia la izquierda (en el eje Y).

— Mdédulo de un vector: es su longitud. Por el teorema de Pitdgoras, si el vector es v = (x,y), su médulo
es simplemente

M = VT

— Un vector unitario es aquel que tiene médulo uno. Todo vector se puede convertir en unitario di-
vidiéndole por su moédulo.

— Direccion indica “la recta en la que esté el vector”, sin importar su médulo. Dos vectores con la misma
direccion pueden tener distinto sentido si, estando en la misma linea, apuntan hacia lados opuestos.

Un ejemplo de aplicacién: (Es la linea que va del origen al punto A = (3,4) paralela a la que va del
punto B = (—1,1) al punto C = (5,9)7? Aunque dibujes los puntos seguramente no te quede claro.

La orden de movimiento del origen al punto A la llamaremos el vector OA, que es el (3,4). La orden
de movimiento del punto B al punto C es la que resulta de responder a la pregunta: ;cémo me tengo que
mover desde B para llegar a C? En el eje X parto de —1 y tengo que llegar a 5, asi que tengo que avanzar 6.
En el eje Y parto de 1 y tengo que llegar a 9, asi que tengo que avanzar 8. Por tanto, el vector es el (6,8).

En general, el vector BC=C—B = (5,9)—(-1,1) = (5—(-1),9—1) = (6,8). Ahora sé que los vectores
correspondientes son OA = (3,4) y BC = (6, 8)... jPero el segundo es simplemente el doble del primero! Por
tanto, llevan la misma direcciéon y el mismo sentido; asi que ambas lineas son paralelas.

Por tanto, para hallar el vector que te lleva de un punto a otro sélo hay que restar las componentes del
final menos las del inicial. La distancia entre dos puntos viene dada por el médulo del vector diferencia. Asi,
la distancia entre (Ay,Ay) ¥ (Bx,By) es d = /(Bx — Ax)2 + (By — Ay)2.

Desigualdad triangular. Es una obviedad que para ir de un punto a otro el camino més corto es
siempre la linea recta. Por tanto, ir de A a C pasando por B tiene que ser mas largo que ir directamente.
Dicho de otra manera:

IAC| < |AB[ +|AC]
Mirando de nuevo la figura que representaba la suma de vectores, queda claro que: |(a + b)| < |a| + |b].

Una nocién clave para toda la geometria es la de angulo. Supén que tienes dos vectores A y B y quieres
saber qué angulo forman entre ellos. ;Qué podemos hacer?

Y

\ o
\ .~ |B| cos(@)

Supongamos (ver la figura) que nos pasamos a un sistema de referencia en el que el nuevo eje X coincida
con la direccién del vector A, y el nuevo eje Y sea perpendicular a él. En este nuevo sistema de referen-
cia las componentes del vector A serdn (|A[,0), jno? (todo en el nuevo eje X, nada en el nuevo eje Y).
Geométricamente se ve cudles son las nuevas componentes del vector B: (|B|cos(w), |B| sen(«)).
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Ahora presentamos un nuevo personaje de nuestra comedia: el producto escalar de dos vectores. Consiste
en multiplicar entre si las primeras componentes de los vectores, las segundas componentes y luego sumar el
resultado. Por ejemplo, si A =(3,4) y B=(2,—1), entonces A-B=3-2+4.(-1)=6-4=2.

Veamos cudl es el producto escalar de los vectores de la figura:

A B = (|A,0) - (B cos(x), [B| sen(e)) = |A[[B] cos(a)

Por tanto, el producto escalar de dos vectores es igual al médulo del primero por el médulo del segundo
por el coseno del dngulo que forman.

Asi visto, jcudl es el dngulo que forman los vectores (4,3) y (3,4)? Primero calculamos el producto
escalar, que es 3-4 +4 -3 = 24. Ahora calculamos el médulo de cada uno de estos vectores: |(4,3)| =
V42 + 32 =5 (el otro es igual), y dividimos el producto escalar por el producto de los médulos: 24/25. Eso
es el coseno del angulo que forman. Sélo tenemos que dar a la tecla arc cos de la calculadora para averiguar
cudl es el angulo.

[ Qué tiene que ocurrir para que dos vectores sean perpendiculares? Pues que el dngulo sea de 7/2,
es decir, que el coseno sea 0. Eso implica que el producto escalar tiene que ser cero. Por tanto, ;cémo
obtener las componentes de un vector perpendicular a uno dado? Por ejemplo, al (3,4). Pues la “regla del
dedo gordo” es intercambiar las componentes y cambiar a una el signo, porque entonces queda: (4,—3) y
al multiplicar ambos escalarmente tenemos 3 -4 +4 - (—3) = 0. ;Se ve? Una pregunta: ja cuél de las dos
componentes hay que cambiarle el signo? ;por qué?

Por cierto, que a dos vectores que son perpendiculares los matematicos, que asi son de pedantes, les
llaman ortogonales (del griego: dngulo recto). Introducimos, aprovechando, la proyeccién ortogonal de un
vector sobre otro.

El concepto es el siguiente: pon los dos vectores sobre el origen de coordenadas y dibuja la recta que
pasa sobre el segundo. Ahora “proyecta” el primero sobre esta recta. ;Cudl es el vector resultante?

Por ejemplo, jcudl es la proyeccién del vector A = (2,3) sobre (la recta que pasa por) el B(1,1)? El
vector resultante tiene que ser proporcional al B, claramente. Ademads tiene que tener como mdédulo (ver el
dibujo) |A| cos(a), es decir:

PgA = (|A]| cos(x)) - up

donde ug es el vector unitario que tiene la direccién de B. Pero este vector unitario es igual a B/|B|, asi que
tenemos:

B A-B
PgA = (|A|cos()) = = ~—=5
Bl [BI?

En el ejemplo que tenfamos, calculamos primero el médulo de B, que es /2. El producto escalar de los
dos vectores es 5, asi que el vector proyeccién de uno sobre el otro es %(1, 1) = (2'5,2'5). Se ve directamente
que es paralelo al (1,1).
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Ecuaciones de rectas y circunferencias en el plano.

Una recta en el plano se puede definir como el conjunto de puntos que se pueden acceder desde uno
dado mediante aplicacién de un solo vector (llamado el vector director) multiplicado por nimeros distintos,
como se ve en la figura:

recta (P,V)

De esta manera se puede escribir la ecuacién de una recta como:

R={x|x=P+A-V}

Vamos a explicar esta expresién. Estd diciendo que la recta R es igual a todos los x (todos los puntos del
plano) que cumplen la condicién de ser de la forma P+ A -V, es decir, que son igual a la suma del punto P
més un nimero cualquiera (que se suele llamar A) veces el vector V.

Un ejemplo. Dada la recta R, que estd especificada por el punto (1,1) y el vector (2, —1), podemos dar
a A el valor 4 y ver qué pasa:

P+4-V=(1,1)+4-(2,-1)=(1,1) + (8, —4) = (9,-3)

Por tanto, podemos afirmar que el punto (9, —3) pertenece a la recta. ;Se ve?
La que hemos dado es la expresion vectorial de la ecuacién de la recta. Cuando especificamos sus
componentes se convierte en la ecuacion paramétrica:

R= {(X)y)lle)x'i_}\'vx) Yy :Py +)"Vy}
Asi, podemos dar la ecuacién de la recta anterior asi:

x=1+2A
y=1-A

Pero podemos de las dos ecuaciones depejar A e igualar, obteniendo:

de esta manera nos queda la ecuacién llamada continua. Por ejemplo, imaginad que nos dan como ecuacién
de una recta la siguiente:

Ya sabemos que la recta pasa por el punto (2, —4) y que tiene por vector director al (3, 2), de un solo vistazo.
A partir de esta ecuacién se pueden eliminar los denominadores:

Vy(x = Px) = Vi(y — Py) — Vyx — Vyy = Vy Py — Vi Py
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Es la ecuacién llamada general o implicita de la recta. ;Qué aprendemos de ella? Pues imaginad que tenemos
la ecuacion de una recta de la forma:

x—2y=-4

Ya podemos saber directamente que el vector director es el (2, —3). Por tltimo, la ecuacién explicita es la
que resulta de despejar la y en funcién de la x. En este caso, el coeficiente de la x es la pendiente de la recta,
y el término independiente es la altura a la que corta al eje Y.

Una circunferencia se define como el conjunto de puntos que estdn a la misma distancia (llamada
radio, R) de uno dado (llamado centro, (x¢,yc)). Sea un punto cualquiera de la circunferencia el (x,y). La
distancia entre los dos puntos viene dada por:

Vx4 (y—yo)? =R

Esto es ya la ecuacion de una circunferencia, pero queda mejor si elevamos los dos miembros al cuadrado:

(x =xc)? + (y —ye)? = R%

La geometria “con nimeros” (que también se llama geometria analitica) permite resolver facilmente
(ejem) problemas que eran muy complicados con la geometria antigua (también llamada sintética, que es la
que usdéis en dibujo técnico).

P.ej.: Dado el tridngulo de vértices A = (0,0), B = (4,0) y C = (2,2), calcula las coordenadas de su
circuncentro. Comprueba, ademas, que éste corta a las medianas a dos tercios de la base.

Recordamos que la mediana es la linea que va de un vértice a la mitad del lado opuesto. Primero nos
hacemos un grafico del tridngulo en cuestién:

Ante todo calculamos las coordenadas de los puntos A’, B’ y C’. El A’ est4 a mitad de camino entre el
B y el C, y por tanto sus coordenadas son A’ = (3,1). Del mismo modo, B’ = (1,1) y C' = (2,0).
Ahora calculamos las ecuaciones de las tres medianas::

AA" - Vaa =(3,1) > x—-3y=0
BB’ — Vg = (=3,1) = x+3y =4
CC' = Ve = (0,-2) = —2x = —4 s x =2

Queremos comprobar que hay un punto de intersecciéon entre las tres rectas y calcularlo. De la tltima
ecuacion tenemos que x = 2, asi que sustituyendo en las demas tenemos:

2-3y=0—-y=2/3 243y=4—-y=2/3

Luego las tres ecuaciones son compatibles y, por tanto, las tres rectas tienen un punto en comun, que es el
circuncentro. Sus coordenadas son P = (2,2/3).

Comprobamos la ley de los 2/3 con los puntos C y C'. La distancia d(P,C) = 4/3, y la distancia
d(C,C’) =2, asi que d(P,C)/d(C,C") = 2/3, como querfamos demostrar.

Si te ha sabido a poco, prueba a hacer la demostraciéon para un tridngulo general.



