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Sistemas de Ecuaciones y Matrices.
METODO DE GAUSS.

Vamos a desarrollar un método para resolver sistemas de ecuaciones que
se llama método matricial. No penséis que es algo exdtico: no es mads
que taquigrafia y sentido comin. Una matriz es simplemente una «caja de
nimerosy». Asi, por ejemplo, podemos hacer la siguiente conversién:

X+y+z=10 1T 1 1 | 10
{SX—HOy +202=90  — 5 10 20 | 90
x—3y=0 1 -3 0 | 0

Ves? No hemos hecho mas que meter los coeficientes del sistema en una caja.
Seguramente sélo en la tercera ecuaciéon habra duda de cémo han aparecido los
nimeros: «1» por x, «—3» por —3y, «O» por que no hay z. ;Se ve?

E1. Traduce a una matriz el sistema de ecuaciones, y a un sistema en x,
Yy v z la matriz.

2x+y =1 0 4 =2 2
{x—z:—z 1 -1 4 5
2x+y+z=4 2 3 -1 0

La idea bésica de la solucién es que hay un tipo de sistemas que son espe-
cialmente faciles. Son los sistemas «escalonados». Un ejemplo (en notacion
normal y matricial):

x+2y+z=11 3 2 1 11
—2z=—-6 0 0 -2 —6

Este sistema se resuelve de «abajo hacia arribay. La ultima ecuacién es la
maés sencilla: —2z = —6, por tanto z = 3. Ahora podemos resolver la ecuacién
superior: —y + 2z = 5, porque sabemos el valor de z. Asi, —y+6 =5y, por
tanto, y = 1. Por ultimo, nos vamos a la ecuacién superior: 3x +2y +z = 11,
de la que conocemos el valor de y y el de z: 3x + 2+ 3 = 11, por tanto x = 2.
Fécil, jno?
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Desgraciadamente, la mayoria més absoluta de los sistemas no son esca-
lonados. Por tanto, tenemos que aprender a transformarlos. Usaremos las
siguientes reglas basicas de resolucién:

e Una fila de una matriz se puede multiplicar por cualquier nimero. Es
decir, que si tenemos x +y = 2, entonces 2x + 2y = 4.

e Se puede sumar o restar una fila a cualquier otra. En otras palabras, si
x+y =4y 2x+ 3y =1, entonces 3x +4y =5, ;no?

Fijaos otra vez en la matriz del sistema escalonado. Tiene todo ceros
debajo de la diagonal, jno es asi? Veamos cémo podemos «fabricary esos
ceros. Partamos ahora del siguiente sistema.

X+y+z=6 1 1 1 6
{x+2y—z:2 — 1T 2 -1 2
2x—y+3z=9 2 -1 3 9

Ahora supongamos que queremos anular el «1» de la segunda fila (no nos
importa qué pase con el resto). Podemos hacerlo restando a la segunda fila la
primera:

11 1 |6 11 6
12 v 2o -2 4
2 -1 3 |9 2 -1 3 | 9

Cada vez que hagamos una transformacién marcaremos el cambio de esa ma-
nera. jAcordaos de hacer el cambio a toda la filal Ahora vamos a machacar el
«2» de la tercera fila restdndole el doble de la primera.

1 1 1 6 1 1 1 6
o 1 =2 —4 Fa_2F, o 1 =2 —4
2 -1 3 9 0 -3 1 -3

Bien. Para que el sistema quede escalonado sélo queda quitarnos de encima el
«—3» de la tercera fila. Podemos hacerlo sumandole tres veces la segunda:

11 6 111 6
0 1 -2 | -4 01 -2 | -4
F3+3F
0 -3 1 | =3/ 7"\ \o 0 =5 | —15

iLo conseguimos! El sistema ya es escalonado. Vamos a resolverle.



—5z=-15 — z=3
y—-2z=-6 — y—-6=-4 — y=2
x+y+z=6 — x+243=6 — x=1

Ahora, glorioso final, comprobamos que se cumplen las tres ecuaciones y nos
vamos a celebrarlo con unas canas. Ea.

En Conclusion: el método matricial consiste en usar una notacién abre-
viada: anotar sélo los coeficientes (recordando un poco al método de Ruffini)
y luego «hacer ceros» a base de sumar o restar filas entre si.

Los ceros tienen que servir para que: (a) haya una ecuacién en la que sélo
aparezca el coeficiente de una variable (la z en nuestro caso); (b) haya otra
ecuacion en la que sélo aparezca la variable anterior y otra... y asi sucesiva-
mente.

Si te das cuenta, con este sistema jpuedes abordar ecuaciones con el niimero
de incégnitas que quieras!

E2. Resuelve los siguientes sistemas por el método matricial:

2x+y—z=5 x+2y—z=4 2x—y+z=3
{x—y+ZZ:1 {2x+y+z=8 {x:2y+z—3
Ix+2y=38 y=22z—x x+y—z=0
E3. Resuelve el siguiente sistema de... jcuatro ecuaciones con cuatro
incégnitas!

x+y+z+t=4
x—y+z—t=0
2x—y—z+2t=2
X+2y+3z+4t=10
E4. Escribe un sistema de tres ecuaciones cuyas soluciones sean 1,3 y 5
y resuélvelo.

SISTEMAS INDETERMINADOS.

Un sistema es indeterminado cuando tenemos menos ecuaciones que
incognitas. Esto puede ocurrir de formas insospechadas, como en el siguiente
ejemplo:

2xx+y=4
4x+2y=38
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En principio, tiene dos incégnitas y dos ecuaciones, pero en la préactica la
segunda ecuacién no aporta ninguna informacion: jes simplemente el doble de
la primera! Intenta resolver el sistema, para asegurarte.

En un caso asi, podemos tirar la segunda ecuacion a la basura y quedarnos
con el «sistemay 2x+y = 4. Al ser indeterminado, no tiene una tnica solucién,
sino muchas. Por ejemplo: x =1 e y = 2 es una soluciéon. Pero también x = 2
ey = 0 es otra. Hay una manera de obtener todas de una tacada. Despejamos
una de las dos incégnitas, por ejemplo, la y: y =4 — 2x. Por tanto, podemos
poner como solucién cualquier x, pero la y tendrd que ser 4 — 2x.

Con dos incégnitas es algo tonto. Veamos el siguiente sistema;

x+2y—z=2
{2x+5y—z—0
Ix+7y—2z=2

que tiene un aspecto muy inocente. Pero he aqui que cuando lo intentamos
resolver obtenemos (F» — 2Fy, F3 — 3Fy),

1 2 -1 2
01 1 —4
01 1 —4

iUn momento! Las dos tltimas filas son iguales. Si intentamos hacer el tultimo
cero, se nos anula la tercera por completo. Eso quiere decir que la tercera
ecuacion sobraba. jPor qué? Fijaos con calma en el sistema: jla tercera
ecuacion es la suma de las otras dos! jNo da informacion! jEs un timo! jQue
me devuelvan mi dine...! Bueno, ya me callo.

Por tanto, tenemos dos ecuaciones y tres incégnitas. ;Qué hacer? Habra
infinitas soluciones ({puedes encontrar una?) Igual que antes, podemos elegir
una de las incégnitas (por ejemplo, la z) y «pasarla al otro lado». Partiendo
del sistema ya escalonado obtendriamos:

x+2y=2+z
{ y=-4-z

Ahora, como «sabemos» el valor de y, le sustituimos en la x y tenemos: x +
2(—4 —z) =2+ z, asi que x = 10 + 3z. Ya tenemos la «soluciény:

x =10 + 3z, y=-4-z



Ly la z7 jlo que quieras! La gracia de esta solucién es que te permite obtener
infinitas de ellas con sélo elegir un valor para una de las incégnitas. Por ejemplo,
si elegimos z =1, entoncesy = —4—-1=-5 yx=10+3-1=13.

En muchos casos, por aquello de la elegancia, se escoge una letra cualquiera
(a veces griega, p.ej. A) y se escribe la solucién asi:

x =10+ 3A, y=—-4-—-A z=A
E5. Para el sistema anterior, averigua la solucién que tiene x = 1.

E6. Resuelve el siguiente sistema por el método de Gauss:

X—-—y+z=38

{x—3y+7z:10
x+4y —10z=—11

ET7. Anade una ecuacién al sistema siguiente para que resulte un sistema
indeterminado:

2x—y—z=10
x+3y—2z=1

Siempre que sistema de tantas ecuaciones como incégnitas sea indeter-
minado es porque alguna de las ecuaciones no aporta informacién, se puede
deducir de las otras. Entonces se dice que esa ecuaciéon es combinacién li-
neal de las otras.

Un ejemplo: la ecuaciéon 2x + 5y + 7z = 10 es combinacion lineal de las
ecuaciones x + 3y + 2z =5y x + 2y + 5z = 5 (ves cémo?). Otro ejemplo: la
ecuacién 3y + 3z = 2 es combinacién lineal de x +y+z =1y 2x —y —z =
0, porque se obtiene de ellas multiplicando la primera por dos y restando la
segunda.

E8. Escribe dos ecuaciones diferentes que sean combinacién lineal de
x+y+z=4y2x—y=6.

SISTEMAS INCOMPATIBLES.

Hay ecuaciones que son totalmente imposibles de cumplir. Por ejemplo,
0x = 5. Otro ejemplo,

x+y=4
X+y=>5

Six+y vale 4... jjcémo va a valer 5!7 No way. Veamos un caso menos obvio:
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x+2y—z=2
{ 2x+5y—z=0
Ix+7y—2z=3

iSi! Es casi el mismo sistema de antes, salvo por un pequeno cambio (biscalo).
Veremos como cambia el resultado. Haciendo las mismas transformaciones
(F2 — 2Fy y F3 — 3F) llegamos a:

12 1| 2 12 1| 2
o1 1 | ) o1 1| -4
o1 1 | -3 00 0 | 1

iVaya! Asi que 0 = 1. Bueno, yo soy muy liberal, pero... Eso indica que el
sistema es incompatible. No hay ninguna solucion.

E9. Anade una ecuacién a x +y = 1 para que resulte un sistema incom-
patible.

E10. Discute el siguiente sistema (es decir: di si es indeterminado, o si es
incompatible...)

2x+3y—2z=4
{x—y—]
3x+2y—2z=3

SISTEMAS CON UN PARAMETRO.

A veces un sistema tiene infiltrado un valor desconocido que no es una
incégnita. Nos pueden preguntar, por ejemplo: jcuando el siguiente sistema es
irresoluble?

x+y=3
{ 2x+2y=k
Veamos, de cabeza. La segunda ecuaciéon «parecey el doble de la primera. Lo
es, exactamente, si k = 6. En ese caso, el sistema es indeterminado. En caso
de que k # 6, entonces la segunda ecuacién «contradice» a la primera. Por
tanto, el sistema es incompatible.

E11. Discute el siguiente sistema en funcién del pardmetro k:

x+2y=2
kx +4y =4



